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Panach 空间 理论 是 渤 函 分 析 的 重要 组 成 部 分 。 虽然 ， 
报 而 论 ， 泛 函 分 析 中 各 种 空间 理论 的 研究 首先 是 为 算 子 理论 服 
务 的 ， 但 是 ， 正 如 群 论 在 历史 上 的 产生 原本 出 于 解 代数 方程 
的 需要 ， 后 来 却 由 于 本 身 的 兴趣 而 发 展 成 为 独立 的 分 支 一 样 ， 
Banach 空间 理论 也 有 类 似 情 况 . 

自从 1932 年 Banach 的 和 名著“ 由 hkorie des operations 
Lineairesy 问世 以 来 ,Banacp 空间 即 受 到 广泛 的 二 视 与 研究 ， 
至 于 Banach 空间 本 身 的 理论 (包括 几何 理论 ), 除 了 个 别 突破 
(Clarkson,，James) 之 外 在 六 十 年 代 以 前 ， 进 展 是 相当 缓慢 的 ， 
以 致 长 期 以 来 ,人 们 只 知道 有 了 ilpbert 空间 的 几何 学 而 不 知 有 
Banach 空间 的 几何 学 ， 这 种 情况 从 六 十 年 代 以 来 ， 科 光 是 过 二 
年 来 ,有 了 显著 的 改变 ， 除了 1978 年 P. Enflo 对 于 Banach 问 

题 “ 在 无 限 维 可 分 Banach 空间 中 是 否 一 定 存 在 基 ?” 的 否定 解 

决 最 为 人 们 所 知 外 ， 举 其 蔷 苹 大 者 ， 就 有 从 支撑 点 和 端点 的 思 
想 出 发 来 刻 划 线性 泛 函 性 态 的 Bigshop-Phelps 定理 , Krein- 
Milman 定理 以 及 CQhoquet 定理 等 ; 有 关于 单位 球 上 各 种 凸 性 、 
光滑 性 以 至 范 数 可 微 性 的 研究 , 它们 在 最 佳吉 近 、 不 动 点 原理 上 
有 重要 的 应 用 ,有 Rieffel 提出 的 可 凹 性 概念 , 它 在 研究 向 量 
测度 的 R-N 定理 与 Banach 空间 中 集合 的 几何 性 质 中 起 重要 
作用 ……… ,真是 成 果 累 累 ,方兴未艾 ， 

象 这 样 一 个 发 展 迅 速 、. 对 整个 泛 函 分 析 有 影响 的 领域 ,理应 
得 到 国内 数学 工作 者 的 重视 . 俞 镭 泰 同志 以 中 等 篇 幅 ,， 系统 而 
精炼 地 介绍 了 Banach 空间 几何 理论 的 主要 内 容 ， 其 中 包括 一 
些 最 新 的 结果 ， 穷 及 尚未 解决 的 问题 ， 读 者 由 此 继 进 ， 当 不 难 直 
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接 阅 读 有 关 的 当代 文献 .我 在 本 书 的 酝 枉 中 已 寄 也 息 切 的 期 
望 ,于 其 付 梓 时 , 送 为 之 序 ， 
程 其 训 
一 九 八 四 人 年 十 二 月 一 日 
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自从 1982 年 波兰 著名 数学 家 SS. Banach 的 著作 «Théorie 
des operationgs lineaireg» 出 版 之 后 , 人 们 开始 了 Banacrt 空间 
理论 的 系统 研究 ， 由 于 Banach 空间 是 比 Hilbert 空间 更 广泛 
的 一 类 空间 ,所 以 Banach 空间 的 研究 过 到 了 许多 与 Hilben 空 
间 研 究 不 同 的 困难 ， 

1936 年 , J. A. Clarkson 首先 引入 了 一 致 凸 Banach 空间 
的 概念 。 他 指出 , 象 Hilbert 空间 一 样 ， 取 值 在 一 致 凸 Banach 
空间 的 向 量 测度 的 Radon-Nikodym 定理 仍然 成 立 .Olarkson 
开创 了 从 Banach 空间 单位 球 的 几何 结构 出 发 来 研究 Banach 
空间 性 质 的 方法 ， 在 随后 的 岁月 里 , 除了 A. Grethendieck 对 
Banach 空间 算 子 理论 和 逼近 性 质 作 了 卓有成效 的 工作 外 ， 
Banach 空间 理论 的 研究 进展 缓慢 . | 

六 十 年 代 以 来 , 特别 是 在 近 十 年 中 ，Banach 空间 的 理论 ， 
包括 它 的 几何 理论 , 取得 迅速 的 发 展 ， 首 先 ,许多 著名 的 古典 问 
题 得 到 了 解决 , 其 中 , 最 重要 之 一 是 1973 年 P. Enflo 给 出 例子 
表明 可 分 Banach 空间 未 必 具 有 Bchauder 基 , 从 而 对 Banach 
的 古典 问题 以 否定 的 回答 ， 其 次 , 许多 数学 家 证 明了 有 关 
Banach 空间 的 重要 定理 ,例如 , A. 0. James 化 费 了 甘 年 时 间 ， 
于 1972 年 以 较 简 单 的 方法 证 明了 自 反 Banach 空间 的 特征 化 
定理 , 即 Banacbh 空间 是 自 反 的 充 要 条 件 为 每 个 连续 线性 泛 函 
达到 它 的 范 数 ， 还 有 落 名 的 可 达 范 数 泛 函 是 稠密 的 Bishop- 
Phelps 定理 , 端点 表示 的 Ohoquet 定理 等 等 。 此 外 ， 人 们 根据 
其 他 数学 学 科 的 需要 ,从 各 个 不 同 的 角度 出 发 对 Banach 空间 
进行 深入 研究 ,促使 Banach 空间 的 理论 (包括 它 的 儿 何 理论 ) 
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的 面 狐 日 新 月 漠 地 变化 . 

各 种 凸 性 和 光滑 性 的 研究 与 最 佳 副 近 密 切 联 系 在 一 起 , 
1967 年 J. J. Schiffer 考虑 Banach 空间 单位 球 的 内 度量 性 
质 , 引入 了 单位 球 的 Girth 曲线 概念 , 研究 Banach 空间 之 间接 
近 等 距 性 质 , 讨论 了 平坦 空间 (flat 空间 ); 1968 年 E. Asplund 
从 凸 函 数 的 可 微 性 角度 引入 强 ( 和 弱 ) 可 微 空间 ， 后 来 人 们 称 之 
为 Asplund 空间 (和 Ww Asplund 空间 )， 特 别 地 , 1967 年 M. 
A. Rieffel 将 向 量 测度 Radon~Nikodqym 定理 与 Banach 空间 
中 有 界 集 的 “可 由 性 ”联系 起 来 ， 使 得 人 们 进一步 研究 这 种 称 之 
为 RNP 的 空间 , 将 Banach 空间 理论 (特别 是 它 的 几何 理论 ) 的 
研究 推 向 了 一 个 新 的 高 潮 ,J. Diestel 和 J.J. Uhl. Jr 等 数学 家 
进一步 用 向 量 测度 方法 证 明了 许多 Banach 空间 的 定理 . 1977 
年 本 Diestel & J. J. Uhl. Jr 写 了 《Vector measure» 一 书 ,总 
结 了 这 方面 的 许多 成 果 。 书 中 也 列举 了 若干 悬而未决 的 问题 ， 
随后 的 年 月 里 , 许多 问题 相继 得 到 了 解决 . 1953 年 , 也 Mourier 
发 表 了 第 一 篇 Banach 空间 中 概率 论 的 论文 , 他 证 明了 取 值 于 
Banach 空间 的 随机 变量 的 第 一 强大 数 定律 仍然 成 立 ， 从 此 人 
们 开始 了 Banach 空间 中 概率 论 的 研究 ， 人们 发 现 随机 过 程 可 
表示 为 某 个 函数 空间 上 的 随机 变量 , 并 且 许多 基本 概率 定理 在 
Banach 空间 中 是 否 成 立 很 大 程度 上 取决 于 空间 的 几何 结构 . 现 
在 , 取 值 在 Banach 空间 中 的 拷 已 经 成 为 研究 Banach 空间 的 
重要 工具 之 一 ， 由 于 无 限 维 规划 论 的 需要 , 人们 经 常 使 用 的 是 
Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 一 一 分 离 定理 .现在 已 得 到 许 
多 与 是 分 析 有 关 的 了 ahn-Banaoh 定理 的 等 价 形式 ， 例 如 ， 
Krein-Rutaman 定理 、Hurwicz 鞍点 定理 、 次 微分 定理 等 等 ， 
这 些 都 在 很 大 程度 上 推动 了 Banach 空间 理论 , 特别 是 它 的 几 
何 理论 的 发 展 . 在 方程 论 中 ， 人 们 不 满足 于 应 用 Banach 压缩 
映像 原理 ,在 实际 问题 中 , 出 现 了 一 类 更 广泛 的 映像 , 例如 , 非 扩 
张 映 像 等 。 1965 年 ，W. A. Kirk 证 明 非 扩张 映像 的 不 动 点 存 
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在 与 空间 的 一 种 叫 正 规 结 构 的 几何 性质 有 关 ， 随 之 , 人 们 又 进 
一 步 探讨 使 非 扩张 映像 的 不 动 点 存在 的 各 种 有 关 的 空间 几何 结 
构 , 引入 具有 各 种 性 质 的 Banach 空间 ， 同 时 , 各 种 具体 的 古典 
Banach 空间 ， 例 如 , co, l,li<p 所 十 o0), 010, 1], 工 ,[0, 1]， 
(GL<2< 十 co) 的 人 性质 研究 ， 促 使 抽象 Banach 空间 的 理论 进 一 
步 发 展 ，J. Lindenstrauss 和 和 I. Singer 等 对 Banach 空间 的 基 
的 理论 进行 了 深入 的 探讨 ， 取 得 了 丰硕 成 果 , J. Lindenstrauss 
各 工 Tzafriri 和 I. Singer 分 别 写 了 这 方面 的 著作 (前 者 涉及 许 
多 其 他 方面 内 容 )。 总 之 ， 由 于 与 其 他 学 科 的 联系 ， 使 Banach 
空间 理论 ,包括 它 的 几何 理论 , 越 来 越 丰 富 ， 正 因为 Banach 空 
闻 理 论 在 其 他 许多 学 科 中 得 到 广泛 应 用 ， 使 它 显示 出 强大 的 生 
命 力 . 本 书 试图 叙述 这 一 理论 的 基本 内 容 , 并 且 在 适当 章节 介 
绍 一 些 最 新 科研 成 果 . 

本 书 是 在 我 系 1982 年 “Banach 空间 几何 理论 ”研究 生 课 
程 讲义 的 基础 上 改写 而 成 的 . 

我 们 假定 读者 对 拓扑 空间 理论 、 泛 听 分 析 、 测 度 论 方面 的 基 
础 知识 有 所 了 解 。 有 关内 容 可 在 江 泽 涵 著 < 点 集 拓扑 >、 夏 道行 
等 著 ¢ 实 变 函 数论 与 泛 函 分 析 > 及 王建 华 译 的 Halmos < 测度 论 > 
中 找到 ， 特 别 地 , 关于 拓扑 空间 , 我 们 使 用 定向 列 Caet) 的 概念 ， 
读者 可 参阅 A，Wilanski <Funcetional Analysis> (1964 年 ) 第 
九 章 ， 

线性 拓扑 空间 的 基本 内 容 是 学 习 Banach 空间 理论 的 基 
础 , 本 书 第 一 部 分 作 了 简明 扼要 的 介绍 ， 这 里 要 感谢 复旦 大 学 
数学 系 杨 亚 立 先生 , 他 提供 了 许多 材料 ， 对 线性 拓扑 空间 理论 
有 所 了 解 的 读者 , 可 直接 从 第 芽 部 分 开始 阅读 ， 

在 书 中 , 列 了 许多 表格 , 以 便 读者 更 清楚 地 了 解 各 种 概念 之 
间 的 关系 .我 们 一 般 是 先 汇集 某 些 结论 , 然后 加 以 证 明 , 这 对 许 
多 要 了 解 Banach 空间 几何 理论 概貌 的 读者 是 方便 的 .另外 ， 
由 于 若干 证 明 宛 长 ,往往 分 几 步 加 以 叙述 , 并且 为 了 保持 证 明 的 
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连贯 性 , 将 某 些 中 间 步 骤 的 证 明 写 在 后 面 , 用 括号 括 起 来 , 有 些 
读者 自己 能 得 出 所 要 结论 的 ,可 以 跳 过 这 些 括号 直接 阅读 下 去 . 

我 们 希望 通过 本 书 的 学 习 , 加 上 阅读 为 数 不 多 的 参考 文献 ， 
读者 就 可 进入 当代 有 关 文 献 的 阅读 和 开展 科学 研究 . 

我 系 开展 Banach 空间 的 几何 理论 的 研究 是 在 程 其 衷 先生 
和 张 黄 宙 先生 的 倡导 下 进行 的 。 所 以 , 本 书 的 出 版 与 他 们 的 支 
持 和 帮助 是 分 不 开 的 . 中 国 科学 院 数学 研究 所 李 炳 仁 先生 也 对 
作者 给 予 很 多 指教 ,在 此 一 并 表示 更 心 感谢 . 

值得 提出 的 是 ,1979 年 加 拿 大 达尔 豪 希 大 学 4. C. 
Thompson 教授 在 南京 大 学 举办 “Banach 空间 几何 讨论 班 ”, 使 
作者 获 益 很 多 ， 本 书 很 多 方面 得 力 于 效 。 在 此 谨 向 人 Thompson 
教授 和 班 上 各 位 老师 表示 由 囊 感 谢 . 

华东 师范 大 学 数学 系 ” 俞 侈 泰 
1984 年 11 月 15 日 
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第 一 部 分 ”线性 拓扑 
空间 的 预备 知识 


第 一 章 ”线性 拓扑 空间 


$1 线性 拓扑 空间 的 定义 


我 们 假定 大 家 已 经 对 线性 空间 和 拓扑 空间 有 基本 了 解 ， 特 
别 地 , 在 下 面 叙 述 中 经 常 使 用 定向 列 (ne) 的 概念 ， 读 者 可 参阅 
A， Wilansky 著 的 <Functional analysis> 第 九 章 . 

线性 拓扑 空间 就 是 在 一 个 集合 中 ， 同 时 引入 线性 结构 (十 ， 
数 乘 运算 ) 和 拓扑 结构 , 并 使 这 两 种 结构 是 “协调 的 ”具体 定义 
如 下 ， 

定义 1.1.1 于 是 数 域 丰 上 的 线性 空间 ， 若 了 中 引入 拓 


扑 7z, 满足 : 

(1) 《Za (oo Pvt+Yy 是 (于 X 怪 ,7XT) 到 ( 计 , 内 
连续 的 映像 ; 

(2) (LT)s， ,ww) 忆 Nw 是 (区 Xx 下 ,eX7T) 到 ( 太 , 内 连 
续 的 映像 , 其 中 e 是 玉 上 通常 的 Euclid 拓扑 , 则 称 7 为 革 上 
的 线性 拓扑 ,了 对, z) 为 线性 拓扑 空间 ( 数 域 五 上 的 )， 在 不 臻 
引起 混淆 的 情况 下 , 称 总 为 线性 拓扑 空间 . 

注 I];， 上 述 映 像 的 连续 性 若 用 邻 域 进 行 描述 就 十 . 

(1) 对 于 每 两 个 wz YE 卫 ， 和 w+y 的 邻 域 了 stv, 总 存在 
点 的 邻 域 Vo 及 Y 点 的 分 域 了 使 VotV,CVoiy. 

(2) 对 于 任何 %E 且 , EK, 及 Mw 的 邻 域 了 so 总 存在 7 
点 的 邻 域 Vs 及 入 的 邻 域 U, 使 Us"VeC Vs. 


注 2， 上 述 映 像 的 连续 性 若 用 net 来 描述 就 是 ， 

(了 DD) 车 wo38, 9p->Yy， 则 m8 十 Ye 上. 

(2) 若 hr>h, ms>w， 则 hsp->An. 

显然 ,在 范 数 拓扑 下 ，Banaoh 空间 (并 ,| .人 是 线性 拓扑 空 
间 . 

容易 看 到 , 车 在 线性 空间 对 中 ,引入 平凡 拓扑 z= {9, 碟 记 
则 (于 如 必 是 线性 拓扑 空间 . 

关于 线性 拓扑 空间 的 另外 一 些 例子 见 8 4， 关 于 在 线性 空 
间 对 上 引入 怎样 的 拓扑 ,可 以 使 之 成 为 线性 拓扑 空间 见 $ 3. 下 
面 首先 讨论 线性 拓扑 空间 中 的 一 些 基 本 前 和 常用 的 性 质 ， 


32 一 些 基 本 性 质 


由 于 线性 拓扑 是 与 线性 结构 “协调 ”的 拓扑 , 因此 ,在 线性 拓 
扑 空间 中 , 集合 的 代数 性 质 与 拓扑 性 质 有 很 密切 的 联系 。 我们 
首先 引入 下 面 仅 与 代数 运算 有 关 的 性 质 . 

定义 1.2.1 线性 空间 有 中 的 集 如 叫做 均衡 的 ， 如 果 当 
I 和 A 志 1 时 ,有 和 NECHE. 

注 ， 当 了 是 实数 体 上 的 线性 空间 时 ， 上 述 条 件 就 是 ， 当 
vB 时 ,[ 一 %, 2]CB, 其 中 [一 %, 2] 三 {y; y=a( 一 72) 二 (1—o0)%, 
0<a<1}. 

定义 1.2.2 线性 空间 于 中 的 集 召 叫做 吸收 的 , 如 果 对 任 
2 及 ,存在 Xo>0, 使 得 当 |%j 委 Xxo 时 ,有 XzE 卫 

定理 1.2.1 若 ( 耻 , 是 线性 拓扑 空间 , 则 下 列 成 立 ; 

(1) 对 任 moE 了 ,及 oo 和 0,， 映像 zwotcow 是 总 到 碟 
上 的 一 个 拓扑 同 胚 . 

(2) 若 多 是 0 点 的 邻 域 基 ( 也 叫 局 部 基 ), 则 对 每 个 zE 羡 ， 
{2 十 了; VE} 就 是 2 的 邻 域 基 ， 也 就 是 说 线性 拓扑 空间 是 齐 
性 的 . 

。2。 


(3) 多 中 的 每 个 元 是 吸收 的 ， 

(4) 对 任意 FE 多 存在 VEW, 使 VVCU. 

(5) 线性 拓扑 空间 ( 子 , 台 满 足 Zs 公理 , 即 对 任何 闭 集 4 
及 mw 全 4, 可 以 用 不 相交 的 邻 域 分 离 。 

(6) A=N{4+U,UE RY. 

(7) 在 线性 拓扑 空间 节 中 下 列 等 价 ; 

QD 并 是 Hausdqorz 华 空间 ， 即 对 任何 %, YE 至 , zy， 存在 
0, 9 的 邻 域 了 Fo， 了,, 使 了 .站 VP 一 (满足 了 公理 )。 

四 习 是 正则 的 ， 即 了 满足 Zi 和 Ts 公理 (Ti 公理 定义 
为 , 对 任 w， YE 昼 ,， ww 天 Yy， 存在 2, Yy 的 邻 域 广 ., 了 y, 使 2 生 VV。， 
y¥EVy). 

(8) 在 线性 拓扑 空间 子 中 存在 由 闭 的 均衡 集 鬼 成 的 0 点 
邻 域 基 . 

证 明 ，(D》 由 (ZT)1,，(IT)s 知 ,这 种 映像 是 1 一 1, 满 且 双 
方 连续 的 ， 口 | 

由 这 条 性 质 知 , 开 集 平移 是 开 集 ; 开 集 乘 以 非 0 常数 仍然 是 
开 集 ,对 闭 集 亦 然 。 并 且 , 由 于 4+U= Ufce+Di gE€ 4}。 故 当 
U 是 开 集 时 , 对 任何 集 4, 有 4 十 U 是 开 集 . 

(2) 显然 ,车 了 EN, 则 s+ 六 是 vw 点 邻 域 ， 另 一 方面 , 任 
取 儿 的 邻 域 U0。, 则 Us 一 z 是 0 点 邻 域 ， 故 存在 六 GE 多 使 VC 
Uc 一 sg， 从 而 xz 十 Ce， 因此 {十 了 ;VE 人 VY} 是 wz 点 的 邻 域 
基 . 口 

由 这 个 性 质 知 , 对 线性 拓扑 空间 来 说 ,任何 点 的 邻 域 基 是 由 
局 部 基 唯 一 决定 的 。 下面 的 讨论 将 使 我 们 看 到 , 局 部 基 的 不 同 
性 质 决 定 了 空间 的 各 种 不 同性 质 . 

(3) 由 于 映像 Xz)F>%s 在 (0, 2) 点 连续 ， 从 而 对 任何 
VE WN, 存在 o>>0, 当 | 和 | 志和 wo, yE7V 时 ,有 WEV. 口 

(4) 由 于 了 映像 (wz, y)F>zTy 在 (0, 0) 点 连续 ， 从 而 对 任何 
VE YW, 存在 广 :， Vs€ 人 使 得 VitF CCV, 令 Vs=ViN Vs, 

。3 ， 


则 了 EN, 且 Vt+VPsCV. 口 

(5) 车 zw 后 4，4 为 闭 集 , 则 0 后 4 一 zs, 且 4 一 %» 为 闭 集 , 故 
存在 VE 使 FN (4 一 zw)=8, 由 (多 , 取 ViEYW, 使 Vi 二 
ECV, 则 (w+VDN(4-VD)=8 由 (DD)、(2) 即 知 ( 玉 , 2) 满足 
Ts 公理 .站 

(6) 若 zE4, 任 取 UE 则 (lw 一 品 站 48, 故 w€4+ 
U， 反 之 , zk 本 则 由 (多, 存在 让 ,V2€ NW 使 (2 十 站) 中 
(4- 上 Fa) = 由 更 有 w44+Vs, 故 A2= 由 {4+U, UEW}. 口 

(7) 2 十 Za (正则 ) 守 Ti 十 Ts 坊 Ts 坟 独 点 集 是 闭 集 合 


TU -40} >T,4 1. 口 

(8) @@ 先 证 ， 对 任何 0 点 邻 域 太 , 总 存在 0 点 均衡 邻 域 
V, 使 CW， 事实 上 ， 由 于 Cz)Phz 在 (0, 0) 点 连续 ， 故 
对 0 点 任何 邻 域 柬 ,， 存 在 3S>0, WE 多 使 得 当 |a|<5 时 ， 有 
oNCW. 令 V=Ut{aN; |a|<6} 即 可 . 

@ 再 证 ， 均衡 集 的 闭 包 是 均衡 集 ， 事实 上 ， 设 4 是 均衡 
集 , 任 取 woE4, 及 )o, 使 |io| 科 1 由 于 (人 wh>Xz 在 Cho, v0) 
点 连续 , 从 而 对 任何 六 ,,w, 存在 Vo, 使 or -Ce。 因 为 zo6E 
4, 故 存在 <cEF em 4， 由 于 4 是 均衡 的 , 故 xogE4, 且 Na€ 
Po 从 而 os 门 4z 办 因此 XozoE 4. 

现在 来 证 明 (8)， 任 取 TE 多 由 (和 存在 WE 儿 使 入 十 
NCU, 由 @ 可 选 0 点 均衡 邻 域 了 CN, 由 国 严 是 闭 的 均衡 
集 , 由 (6), FCcV+VCN+NCU., 

令 V'={ 人 ;是 0 点 闭 均衡 邻 域 , 且 存 在 UEW, 使 VC 
0}. 显然 , 人 ' 就 是 (关于 同一 拓扑 5 的) 一 个 新 的 局 部 基 . 口 

今后 , 我 们 约定 , 在 本 书 中 , (XX, 7) 是 Hausdor 任 的 , 并 且 
就 是 由 闭 均衡 集 组 成 的 局 部 基 . 

定理 1.2.2 车 (XX, 要 是 线性 拓扑 空间 , 则 下 列 成 立 ， 

(i) 车 4 是 凸 集 , 则 4 也 是 凸 集 ， 
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同样 地 , 若 卫 。 是 下 的 线性 子 空间 , 则 呈 。 也 是 耻 的 ( 闭 ) 
线性 子 空间 ， 从 而 超 平 面 ( 指 广 :(e) = {o; f(z) =o， 其 中 了 为 
五 上 的 线性 泛 函 ) 或 是 闭 的 ,或 是 在 于 中 再 的 . 

(2) 2z 士 本 = 2 十 可 4 一 NA. 

(3) A+BCAT+B. 

(4) 4+int(B)Cint(4+B), 其 中 int(B) 表示 B 的 内 点 
全 体 . 

(5) 若 1，Ks 是 紧 集 ， 则 对 任何 和 ,ho 有 和 RK1 寺 ha 民 
也 是 紧 集 . 

(6) 若 4 是 紧 集 , 如 是 闭 集 , 则 4 十 了 是 闭 集 . 

(7) 若 4 是 凸 集 , 且 int4z 由 则 亏 =inta4d,int4 一 int 下 

证 明 ，(1) 车 wyEI 0<a<1, 则 存在 {2;}, feiC 4 
使 xz 一 zx, ys 一 y， 由 于 4 是 凸 集 ， 故 aws 十 (1 一 o)ysE4, 但 
oms+ (1—a)y—> ort (1—o)y, 故 azt (1 一 ay€4. 口 

(2) 因 z 士 下 是 闭 的 ,上 且 w 十 4Cw 十 4, 故 z 十 4Cz 十 下 
反之 , VE2z 十 4, 则 % 一 2E 本, 从 而 存在 {ws} C4, 使 4%->9 一， 
故 zwm->2 但 2 十 w€4, 因此 yEz 十 4， 口 

(3) 若 zE4， yEB, 则 存在 {oC4，{yo} CC 号 使 加 一 
wys~>Yy, 从 而 四 十 久 一 2 十 力 但 WE 4 十 B, 故 2 十 yE 
4 十 了 口 

(4) 由 于 4+BDA+intB, 且 4 二 intB 是 开 集 ， 故 4 十 
int BCint(4+B). OD 

(5) 容易 看 到 ， 若 KK 是 紧 集 ， 则 XK 是 紧 集 ， 并 且 由 于 
(vz, FF>z 二 0y 是 连续 的 ， 故 和 天 :十 和 as 天 是 紧 和 集 和 和 KixhoKs 
在 上 述 上 映像 下 的 像 , 故 和 Ki1-+NsKs 是 紧 的 . 口 
(6) 设 2EA+B, 则 存在 {0s 十 Ys}CC4 十 B, 使 %3 十 yy 玉 % 
由 于 4 是 紧 的 , 故 存在 子 net{%o}, 使 a2 从 而 gu->2~2E 
PB, 故 z2=z 十 (2 一 2)€4+B. 口 

(7) 先 证 明 , 对 任 0<t<1l, 有 tA4+ (一 DintACcintA. 

35. 


事实 上 , 任 取 2Eint4, 则 ( 代 一 性 (Gint4- 他 是 0 点 邻 域 ， 
故 
td=tACtA+(1—t) (int4 一 分 
=tiA+ (1—D)intA— (1—-t)pCA- (1~i)p, 
从 而 蚂 十 代 - 力 DC4, 因此 坷 -人 一 轨 inti4C4 又 由 于 
t 十 民力 int4 是 开 集 , 故 坡 十 (一 引 int4Cint4.、 因 而 上 
述 事 实 成 立 . 

现 证 (7)， 显 然 , 4 二 int4, 反之 , 任 取 wE4, 再 取 pE 
int 4, 则 由 上 面 证 明知 Cw, pj] 二 {9; yy 一 ty 十 (一 pp,0<t<1}C 
int 4, 从 而 snEint4， 故 于 =int A. 

又 显然 有 int4Cint4, 反之 , 任 取 2Eint4, 再 了 到 26E 
int 4, 容易 看 到 , 必 存 在 2E 4, 使 ZE (z,p]CintA, 故 int4= 
inti4， 口 


$3 构成 线性 拓扑 空间 的 条 件 


由 82 看 到 ,者 (X,， ?) 是 线性 拓扑 空间 , 则 存在 一 个 由 均衡 
吸收 集 组 成 的 局 部 基 多 对 这 个 局 部 基 来 说 ， 当 Wi, Ws€ 包 ， 
则 必 存 在 砍 , 丈 sE 多 使 WCWiNWs, Ws+WsCW，、 下 面 
我 们 将 看 到 ， 若 在 线性 空间 习 中 引入 拓扑 5 使 由 75 决定 的 局 
部 基 满 足 上 述 条 件 , 则 * 必 是 线性 拓扑 . 

定理 1.8.1 如 果 不 是 线性 空间 , 多 是 又 的 非 空子 集 族 ， 
具 如 下 性 质 : 

(4) 多 中 每 个 元 是 吸收 的 . 

(2) 多 中 每 个 元 是 均衡 的 . 

(3) 车 柬 ，, Wa€ 人 WW 则 存在 WE 使 WCWNW. 

(4) 若 歼 :E 多 则 存在 丈 aE 信使 全 二 WWi. 

则 当 对 每 个 EX, 取 {z+ 了 ;VE 人 WV} 为 zz 点 邻 域 基 后 , 子 
成 为 线性 拓扑 空间 (显然 , 此 时 人 WW 为 局 部 基 ， 且 以 多 为 局 部 基 
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的 这 种 线性 拓扑 是 唯一 的 ). 

证 明 :。(1) 了 构成 拓扑 空间 : 

@ >zEz+ 太 。 事实 上 , 因为 上 是 均衡 的 , 故 0E8V。 从 而 
Er+V. 

回 若 给 4 十 ,sz 十 Vs 其 中 站 ,六 2€ 多 则 存在 FasE 多 
使 Zz 十 VsC Cz 十 i) 几 | (w+ 了 Vs)， 事 实 上 ,由 (8) 存在 Vs€ % 使 
VsCFVNTVs, 故 z+7aC(zoT+TFa)n (zc 十 大)， 

@ 车 给 4 十， 其 中 六 VE, 则 存在 V1€ ,使 得 当 yE€ 
2 十 Fi 时 ,有 了 丈 E 多 使 y+WCz+ 了 V1， 事实 上 , 选 了 EE 公 使 
及; 十 TCF (由 (人 和)， 则 wz 二 FiCo+ 天 ， 任 取 yEz 二 FF， 则 
y+ViCwtV t+ViCw%+V. 

由 名 .加 .@ 知 以 {z 二 大) 为 2 点 邻 域 基 诱导 的 拓扑 使 
(并 ,，z) 构 成 一 个 拓扑 空间 , 且 是 唯一 的 . 

(2) (于 , 是 线性 拓扑 空间 ; 

@ 加 法 是 连续 的 , 对 任 了 EW, 选 WWE 人 WV 使 W+WECYVY, 
从 而 对 = 十 y 的 任何 邻 域 z 十 y+ 让， 有 zy 的 邻 域 s 十 WW, y 十 
王 , 使 ++W+y+WCwy 二 + 六. 

加 数 乘 是 连续 的 ， 任 取 woE, EK, VE 则 存在 
WoE NM, 使 Wo 二 WoCV， 选 正 整数 % 使 2> |)o| 十 二 

容易 看 到 , 存在 WW,E 多 使 2W。CWo. 

因为 WV, 是 吸收 的 ， 选 0<5<1, 使 得 当 |% 一 ho| < 3 时 , 有 
(一 Xxo)zoE 环 ,。 于是, 当 |% 一 Mo| <5 时 ,有 

和 (ao 十 于 =Nvo+t+ AW, 

一 )Xozo 十 (A— No) vot NAW, CNovot WW, + A 


hot Wt Ti EFT le) +1)W, 
CAomo 二 Ts 十 (|%ol +1)W, 
CAowot Wo+t+WoCNowot V. 口 
定义 1.8.1 两 个 线性 拓 和 站 空间 了 ,了 叫 拓扑 同 构 ( 或 线 
ee 7。 


人 性 同 胚 ), 如 果 存 在 了: 立 一 下 是 1 一 1, 满 、 双 方 连续 的 代数 同 
构 。 此 时 记 作 忆 盖 节 . 
注 革 ， 容易 看 到 ,这 时 了 多 是 了 的 一 个 0 点 邻 域 基 。 
注 2 和 = {wi, v9); v1, vo € BR'}, 
Ew, wo) la= ~ oa 十 [mo 时 
下 一 {(ci， va); V1, Wa RR!}, 
| wi1, wa) f= [vi| + ssl. 


则 如 心 玫 ,但 注意 ,作为 Banach 空间 如 与 如 不 是 等 距 同 构 。 


$4 由 线性 拓扑 空间 产生 
新 的 线性 拓扑 空间 


(一 ) 首 先 列举 一 些 线性 拓扑 空 间 的 例子 ， 

例 1， 淮 赋 范 空间 (对,，!…!) 是 线性 拓 扩 空间 ， 

准 赋 范 空间 即 在 线性 空间 际 上 定义 一 个 实 函 数 1.!1: 卫 一 
RR!, 使 下 列 成 立 . 

(1) 'w!>0, !z!=0Ow=0., 

(2) 1w+y! 1w!t 1y!. 

(3) 若 mE 瑟 ,mm 一 0 则 对 任 2E 瑟 有 !ouzl->0; 

若 XEX，!1m,1 一 0， 则 对 任 a€E€ 信 ， 有 !aw,!->0. 

(4) !—zw!= 1!1%1, 

详细 证 明 见 关 後 直 编 “ 泛 函 分 析 讲 义 ”1958 年 版 )p. 49. 口 

例 2，&' 按 通常 十 ,成 为 线性 拓扑 空间 ， 阁 赋 以 离散 拓 
扑 ， 则 不 构成 线性 拓扑 空间 事实 上 , {0} 是 0 点 的 一 个 邻 域 ， 
但 它 不 吸收 ， 口 

例 3: 天 为 数 体 , S 为 任何 无 限 集 . K*={f f. aP to, 
acEg, Ea EK}, 按 点 点 加 法 和 通常 数 乘 ， 天 2 成 为 线性 空间 . 

(1) 令 Vas={f Ea| 志 6, 当 aE€E 瑟 时 }, 以 全 wss 全 为 
S 的 有 限 子 集 ，s>0} 为 0 点 邻 域 基 ，K3 构成 线性 拓扑 空间 . 
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(2) SU.={f l=suplflo) |<7}, Y=-{U 7>0}, 


Wy={f-Uy; UE 人 V}, 则 天 构成 拓扑 空间 , 但 不 是 线性 拓扑 
空间 , 这 是 因为 数 乘 运算 不 连续 。 事 实 上 , 取 {人}CS, 令 | 
义 当 wa 一 如 时 
f= {ow pt 
又 令 % 一 二 , 则 和 -0, 但 ljj-sw0 
若 取 Ks 的 子 集 B(S) {ff;8->K, -sap| f(D)1< 


十 oo}, 则 在 C2) 的 拓扑 下 , BCS) (C 环 人 构成 线性 拓扑 空间 . 

当 态 为 拓扑 空 间 时 ， 再 取 B(S) 的 子 集 0(8) {fi fE 
B(5), 连续}, 则 0O(C8) (CB(S)CKS) 在 (2) 的 拓扑 下 还 是 
Banach 空间 ， 口 ] 

(二 ) 子 空间 ， 

若 及 是 线性 拓扑 空间 ， 也! 是 于 的 线性 子 空间 , 在 X1 中 
取 节 的 诱导 拓扑 (即将 的 拓扑 限制 在 下 :上 的 相对 拓扑)， 
则 节 ; 也 构成 线性 拓扑 空间 ， 这 时 , 节 1 称 为 于 的 拓扑 线性 子 
空间 ,简称 为 蕊 的 子 空间 ， 

(三 ) 商 空间 : 

著 互 是 线性 拓扑 空间 ,也 。 为 对 的 子 空间 . 

商 映 像 记 为 @: 卫 一 对/ 卫 ,、 在 于 /及 中 引入 拓扑 .使 Q 
连续 的 最 强 拓扑 称 为 由 也 导出 的 足 / 互 e 上 的 高 拓扑 , 记 为 ve. 

在 商 拓扑 下 , 节 的 开 集 在 & 下 的 像 就 是 也/ 县 ,的 开 集 , 因 
此 , 商 映 象 在 re 下 是 开 映 像 ， 容 易 看 到 , 商 拓 扑 是 线性 拓扑 , 从 
而 ( 且 /o, re) 是 线性 拓扑 空间 ， 且 车 人 是 ( 玉 , 7) 的 一 个 局 部 
基 , 则 {Q(P; FE 多 } 是 (并 /和 oro) 的 一 个 局 部 基 . 

定理 1.4.1 若 对 是 线性 拓扑 空间 下 的 子 空间 , 则 

(五 /M, zo) 是 Hausdor 企 的 二 有 WH 在 证 中 是 闭 的 . 

证 明 ，“=>” 车 于 /是 Hausdor 人 在 的 , 则 [0j (E 了 / 开 ) 是 
闭 的 , 从 而 @~1([0]) = 用 是 闭 的 ， 


“=” 若 jf 是 闭 的 ， 且 [Z] 关 [0]， 则 z 生 1 故 革 \ 了 是 zs 
的 一 个 开 邻 域 ， 由 于 Q@ 是 开 有 映像 ， 故 Q( 了 \ 必 ) 是 [2] 的 一 个 开 
邻 域 , 且 [0] FQ(X\ 了 下)， 由 于 广 /M 是 线性 拓扑 空间 , 故 存在 
[0 点 均衡 邻 域 [7V], 使 [z] 十 [CQ@(\M), 从 而 [和 [四 ]， 
故园 = [0]. 口 

注 ， 由 这 个 定理 知 ， 当 妃 不 是 Hausdor 作 的 情况 时 ,可 考 
虐 卫 /{0}， 宅 就 是 一 个 Hausdorff 线性 拓扑 空间 。 因 此 许多 情 
况 下 , 我 们 仅 处 理 Hausdor 任 线性 拓扑 空间 . 

(四 ) 乘 积 空间 ， 

设 和 。 是 线性 拓扑 空间 , aE 了 ,其 中 工 为 任意 指标 集 . 

记 {ZX 了。 wxEy 了 为 乘积 空间 ， 它 既是 作为 线性 空间 的 笛 
卡尔 乘积 ， 又 是 作为 拓扑 空间 的 笛 卡 尔 乘 积 。 容易 看 到 ,这 时 
{了 a, a€ 了 T} 是 一 个 线性 拓扑 空间 , 并 且 

Wn,zs = {U1= {v= (v0) ELTa; vaEVo, En acEvyj， 
v 是 工 的 有 限 子 集 } 就 构成 五 工 。 的 一 个 局 部 基 . 实际 上 ,这 个 
折 扑 就 是 坐标 收敛 拓扑 。 

(五 )w 拓扑. 

车 对 是 线性 空间 , 而 了 。 是 一 族 线 性 拓扑 空间 , xaE€ 了 ， 令 
了 一 {fo; 天 是 于 到了。 的 一 个 线性 映像 }， 容 易 看 到 , 在 人 上 
存在 使 每 个 fE 了 是 连续 的 最 弱 的 (唯一 ) 线 性 拓扑 , 记 这 个 拓 
扑 为 rr( 瑟 ， 太 .实际 上 ， 

Wr, =—{{v fv) EUy,C Ur,, icyji J 是 工 的 有 限 子 
集 } 一世 ] (Oro Uy,EAWy,, J 是 工 的 有 限 子 集 } 是 ( 习 ， 
0 (及 , 了) ) 的 一 个 局 部 基 . 

容易 看 到 mc we fv) > fv), VIER. 


特别 地 ， 当 也是 站 到 忆 的 全 体 线性 泛 函 (此 时 记 也 为 
于 人 时, o( 计 ,于 是 了 上 的 一 个 使 一 切线 性 泛 函 连续 的 最 纶 


的 线性 拓扑 


. i) 。 


从 这 里 容易 看 到 (四 ) 中 的 乘积 拓扑 就 是 使 一 切 投影 算 子 
Pu Xe 天 连续 的 最 弱 的 线性 拓扑 . 


85 有 界 性 


(一 ) 在 冉 范 空间 中 ， 我 们 称 一 个 子 集 4 是 有 界 的 , 如果 
sup{jel, z€ 分 < 十 co。 在 度量 空间 中 , 我 们 也 可 用 度量 来 描 
述 一 个 集合 4 的 有 界 性 ， 我 们 约定 ， 当 4 的 直径 diam 4= 
sup{fd(e, Ji; om YE 4}< 之 十 oo 时 , 称 4 为 (度量 ) 有 界 . 

在 线性 拓扑 空间 中 ,我 们 如 下 定义 有 界 性 . 

定义 1.5.1 若 于 是 线性 拓扑 空间 , 下 的 子 集 4 叫 做 ( 线 
性 拓扑 ) 有 界 的 , 如果 4 被 0 点 任意 邻 域 六 吸收 ， 亦 即 对 任何 
VEAH, 有 %>0, 使 4CXF 

这 种 有 界 性 的 几何 直观 意义 是 很 清楚 的 . 即 对 任何 了 E 色 ， 
当 术 扩大 到 一 定 倍 数 时 ，4 全 部 落 在 里 面 . 

性 质 1.5.1 4 是 有 界 的 全 对 任何 tojc 4 和 >0, 有 
Antn > 0. 

证 明 ，“=>” 任 取 {wr}CC4, 和 >0， 对 于 多 中 任何 元 有， 
由 定义 , 存在 和 >0, 使 工 4CF， 由 于 和 一 0, 故 存在 ro, 当 


n>no 时 ,有 | 和 | 过 十 ， 由 于 了 是 均衡 的 , 故 当 ma>m 时 ,有 


Mn0 一 CDE wh EN MV CV. 
“=* 车 4 无 异 ， 则 存在 六 EV, 使 得 存在 mwE 4 但 oo 
ny, 从 而 二 wv, 故 得 到 二 -0, mmE 4 但 二 wow0 口 ， 
注 1 容易 看 到 ， 在 贼 范 空间 中 ， 范 数 界 与 (线性 拓扑) 有 
界 是 一 到 的 ， 
注 2， 在 线性 度量 空间 中 ， 度量 有 界 与 (线性 拓扑 ) 有 界 是 
不 一 致 的 ， 例 如, 令 尽 = {(60; $1E 姑 ,6 一 12，.…}， 若 0- 
"TI 。 


(&) ,y= (0 ， 令 
所 1 én| 1 1 S 1 有 

dz 办 -六 而 了 一 六 证 工 PET 
则 diam S<1， 从 而 整个 空间 是 度量 有 界 的 ， 但 是 ， 若 令 田 
aaa 一 (二 则 1 二 mol-tal- 癌 愉 0 从 而 吕 不 是 ( 线 
性 拓扑 ) 有 界 的 . 

定义 1.5.2 线性 拓扑 空间 这 的 子 集 4 叫做 全 有 界 , 如 果 
对 任何 六 EV, 存在 cl ,asE4, 使 ACUt{atV; 2%=1, 
2， "yg n}. 

定理 1.5.2 线性 拓扑 空间 卫 中 有 界 集 具 有 下 列 性 质 . 

GD 车 4 是 有 界 的 , 5- 二 罗 则 器 如 机 十 …… 十 负 
也 是 有 界 的 . 

(2) 车 4 是 有 和 界 的 , 则 ,A4 是 有 和 界 集 ( 对 任何 )， 

(8) Cauohy 列 {2,} 是 有 界 的 , 其 中 Cauchy 列 定义 为 , 对 
任何 Ve Y, 存在 720， 使 得 当 mnN>no 时 ,有 zm 一 2 EV 

(4) 紧 集 全 全 有 界 集 一 有 界 集 . 

(5) 有 界 集 的 线性 连续 像 是 有 界 集 . 

(6) 已 -和 X。 中 的 集 4 是 有 界 的 今 P。4 是 有 界 的 ,其 中 P。 
UXa>Xo 是 投影 映像 ， Va. 

证 明 ， (1) 对 任何 VE, 由 定义 ， 存在 和 >0, 4 一 填 ， ”9 
mw 使 4CXNF， 取 和 -mnax fi 由 于 是 均衡 的 ， 故 | 41C 
入 


人 人、 
对 任何 六 EY, 必 存 在 UE 使 Ut+… 十 UCV， 从 而 存 
在 和 >0, 使 44CXD, j=1…; %， 故 4i+… 十 4,CNV. 口 
(2) 对 任何 FE 人 VW， 由 于 六 是 闭 均 衡 的 0 点 邻 域 ， 故 存在 
和 >0, 使 4CNAV， 从而, A4ChP = 和 V, 故 4 是 有 界 的 ， 口 


* 12.。 


(3) 对 任 VEZY 选 VE%Y, 使 了 +FCU、 由 于 {wr} 是 
Cauchy 列 ， 故 存在 ro, 使 得 当 2 > 时 ， 有 办 一 zwE 太 ,从 而 
加 Eo 十 太 选 入 > 使 二, wweEhF 则 fos}CAV 4 
AU 口 

(4) 设 天 是 紧 集 ,对 任 FE 多 则 {a+V;aEK} 是 下 的 
一 个 开 复 盖 , 从 而 有 有 限 子 复 盖 , 即 开 CU fei 十 Pi 一 下 . 
故 五 是 全 有 界 的 ， 又 选 和 >1 使 {a ojcXP, 故 天 到 
U {etV;o=1,…, nN}CAMV 了 FCA(V+V)， 从 而 下 是 有 界 
的 ， 口 

(5) 令 f. 且 -> 了 是 线性 连续 映像 ，4 是 瑟 中 有 界 集 ， 任 
取 亚 Er 则 了 (也) 是 于 中 0 点 邻 域 , 故 存在 和 A>0, 使 4C 
JTCP), 从 而 f(4) ChV. 口 

(6)“>” 由 于 Ps 是 线性 连续 映像 , 由 (6)， 即 知 Ps4 是 有 
界 的 . 

“< ” 任 取 Hs。Xs 的 0 点 邻 域 基 的 元 六 =Vo,X… XxVs,x 
且 ( 于 。, a 年 {01,…, 0w})， 由 于 PoA4 是 有 界 的 , 故 存在 入 >0， 
二 I, …, n， 使 PaACMV wmaxtht "三 从 而 4CTP.4 
CS (max{h) "(Vax XVo, XH(Yo, oF{o, ,ot)). OD 

注 ， 对 于 一 个 集 4, 若 4 关于 强 的 拓扑 是 有 界 集 , 则 4 关 
于 较 弦 的 拓扑 也 是 有 界 集 . 但 可 能 两 个 不 同 拓扑 具有 相同 的 有 
界 集 . 

例 ; 天 是 无 限 维 赋 范 空间 , 王 " 是 并 上 全 体 连 续 线 性 泛 函 
组 成 的 Banach 空间 , 由 8 4( 五 ) 知 , o( 革 , 下 ) 是 王 上 的 普 拓 
扑 ， 它 是 以 入 (zi …, vn; 二 一 {2 Io(2) | <e, b=1, ……, n}; 
wT j=l1,…, n, 8 之 0} 为 局 部 基 的 线性 拓扑 .我 们 将 看 
到 ， 它 是 严格 弱 于 范 数 拓扑 的 ( 见 第 二 部 分 定理 1.1.2).。 但 由 
(6) 知 , 于 中 子 集 4 是 o( 于 , 对 ") 有 界 的 合 w*(4) 是 有 界 的 ,对 
每 个 2 ES" 由 共鸣 定理 易 知 ,， 互 中 的 集 是 范 有 界 当 且 仅 当 
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它 是 o( 卫 ， 卫 "有 界 的 . 口 
(二 ) 有 限 维 的 特征 . 
定理 1.5.3 一 切 有 限 维 (Hausdorff) 线性 拓扑 空间 耻 与 
K"( 具 有 通常 的 Puolid 范 数 ) 线性 同 胚 . 
证 明 ， 任 取 o, …, 6 为 于 的 一 组 (Hamel) 基 . 
令 T， (ob …, on) 忆 训 cs 是 K" 到 下 的 一 个 线性 映像， 


它 是 1 一 1, 满 , 且 连 续 的 。 由 于 五 " 的 单位 球面 S 是 有 界 闭 集 ， 
从 而 是 紧 的 , 故 了 (5) 也 是 紧 的 ， 由 于 下 是 Hausdorff 空间 , 故 
T (5) 是 闭 的 , 且 04TCS), 从 而 了 \T(5) 是 苦 中 0 点 邻 域 , 故 
它 含 有 0 点 均衡 邻 域 六 . . 


令 B=-{(a, 机 0n)s aEk, | (ca， “ Cn) |a 


-( 训 ol) < 

若 z 和 7(B)， 则 IF-(1> 从 而 -各 一 1 
ET(S)， 故 z 和 FPF， 所 以 了 CT(B), 因此 了 -~! 是 连续 的 . 口 

定义 1.5.3 天 的 子 集 4 叫做 基本 的 , 如 果 span(4) 一 了 ， 
其 中 span (4) (span(4)) 表 示 由 4 生成 的 ( 闭 ) 线 性 子 空间 . 

定理 1.5.4(CRiesz 引 理 ) 车 4 是 线性 拓扑 空间 下 的 一 
个 有 界 子 集 , 内 是 了 的 闲 子 空间 ,假如 存在 AE, |\| <1, 使 
ACM+NA, 则 4CM. 

证 明 ， 任 选 六 EN, 则 存在 正 整 数 %, 使 4CV， 从 而 

ACM+AMACM+NA M+NA) 
=M+MACCM+MmACNM+Y, 

故 ACWNW=M. 口 

定理 1.5.5 〈Hausdorff) 线 性 拓扑 空间 于 是 有 限 维 今 下 
含有 一 个 全 有 界 的 0 点 邻 域 . 

证 明 ，“=>” 由 定理 1.5.3 易 知 。 


。 TI4 。 


“=” 设 六 是 一 个 全 有 界 的 0 点 邻 域 , 从 而 是 基本 的 有 
界 集 (因为 玉 是 吸收 的 )， 任 给 和 AEEK, 0<|%|<1。 由 于 入 
是 0 点 邻 域 , 故 存 在 mm …， zw€EV, 使 得 VC {ss …, 2 十 入 
Cspan{foi **, vn} + AV. 

由 Riesz 引 理 , 全 =SpanV Cspan {21,，…, tn}, 从 而 芋 是 
有 限 维 的 . 口 

推论 1.5.6 局 部 紧 Hausdorf 线性 拓扑 空间 是 有 限 维 的 . 

注 ， 我 们 看 到 , 有 限 维 线性 拓扑 空间 中 有 界 闭 集 是 紧 的 , 但 
反之 不 然 , 例如 ， 在 任何 Banach 空间 于 的 共 辊 空间 焉 ”中 , 考 
虑 WwW* 拓扑 ， 即 oo( 六 *, 驴 ), 则 我 们 将 看 到 任何 Ww* 有 界 ，W” 闭 
的 子 集 必 是 Ww" 紧 的 , 但 且 * 不 必 是 有 限 维 的 (除非 了 是 有 限 维 
的 )， 对 任何 线性 拓扑 空间 下 ,车 总 中 的 任何 有 界 闭 集 均 是 
紧 的 ， 则 称 且 为 Motel 空间 . 容易 看 到 ， 对 任何 赋 范 空间 
《 耻 , 上 1), 考虑 范 数 拓扑 (或 者 于是 可 度量 化 的 线性 拓扑 空 
间 ), 则 下 是 Motel 空间 仓储 是 有 限 维 的 。 由 于 一 般 的 Motel 
空间 未 必 有 一 个 有 界 的 0 点 邻 域 ( 即 未 必 可 度量 化 , 见 下 面 定理 
1.5.2)， 故 上 述 不 一 定 成 立 。 


$36 可 度量 化 


定义 1.6.1 一 个 线性 拓扑 空间 (XX, 7) 称 为 可 度量 化 的 ， 
如 果 存 在 了 上 的 一 个 度量 a, 使 得 它 的 开 球 的 全 体 {1y; a(%, 2) 
8}; zw 及 ,8>>0} 组 成 的 一 个 基 . 

注 ， 定 义 中 就 是 要 求 由 度量 & 产生 的 拓扑 与 原来 的 拓扑 了 

一 致 的 . 

定义 1.6.2 车 a 是 线性 空间 对 上 的 一 个 度量 . 

(1) 车 对 一 切 | 让 <<1, 都 有 di, 0) 委 dz 0), 则 称 名 为 均 
衡 度量 . 

(2) 车 对 一 切 ww YE 都 有 dz 一 0) 一 d(z, y)， 则 

es。 5 。 


称 4 为 平移 不 变 度量 , 

注 : 定义 芽 .6.1 中 并 没有 要 求 引入 的 度量 是 均衡 不 变 度 
量 . 但 是 由 下 面 定理 可 以 看 到 ,这 时 必 避 在 卫 上 再 赋 一 个 均衡 
不 变 度 量 加 使 之 与 原来 度量 @ 是 等 价 的 , 即 对 任何 {zw} 导 ， 
dvr 0) 一 0 会 加 (oo 0) 一 0， 从 而 中 导出 的 拓扑 与 原来 拓扑 
也 是 一 致 的 ， 

定理 1.6.1 设 驴 是 (Hausdorff) 线 性 折 扑 空间 ， 则 并 
有 具 0 点 可 数 基 捕 站 是 可 度量 化 的 , 且 此 时 这 个 度量 是 均衡 不 变 
的 . 


证 明 ，“e-” 显 然 这 时 {|p，ao 0) < 二 = 工 2 
就 是 0 点 的 可 数 基 . 

“>” 令 {0} 是 六 的 0 点 均衡 邻 域 基 ， 令 1D 由 定 
理 1.2.1(4) 知 存在 0 点 均衡 邻 域 rs 使 Fo+VscUsNUDs 
然 续 下 去 , 得 到 一 列 0 点 均衡 售 域 7) 满足 如 下 条 件 


十 了 TCF， (D 
了 TCD， (2) 

故 {Vo} 也 成 为 局 部 基 ， 由 于 卫 是 Hausdor 生 的 , 故 
NV,={0}. (3) 


对 自然 数 集 的 每 个 非 空 有 限 子 集 瑟 , 定义 
Vx= SV Pa 一 名 2 
其 中 之 表示 加 号 的 缩写 例如, 五 = {1 从， 则 Va= 了 a 


十 … 十 产 ， 
记号 ' 包 < 互 ”表示 对 一 切 和 muE 瓦 ,有 m2<< 和 。 于 是 , 我 们 有 . 


车 Pax 过 2™”,， 则 % 过 五 ， 从 而 
三 xzCF (4) 
事实 上 ,, 若 Pz 过 2™”, 则 ,显然 ,对 一 切 m%E 卫 ,mn 之 m, 从 而 
R%< 吾 。 另 外， 由 (DD)、(2) 知 ， 当 m>>%n 时 ， 有 VwmCV ,并且 


-1G 。 


六: 十 太 CF， 故 若 互 ={fa …, Wp} 其 中 屿 < 和 把 <<7j 

而 n<<H, 则 VV VV 十 十 十 用 十 六 

CCVatVsCV,-iCV,, 从 而 VxCV,， 故 (4 成立. 
现在 定义 : 

1 当 wFVs, 对 一 切 是 

inf{ Pa EV} 当 w%E 某 个 Vs 

容易 看 到 , {|z|;w€}CC[0, 妃 ，。 下 面 验证 |w| 满 足下 列 性 质 . 
@ jz| =0 合 2 一 0， 
事实 上 , 首先 证 明 对 任何 s>0, 若 令 人 .={zEYXi lz| 一 sj， 


| 


则 
Nas CV ,CC Nan, (5) 


因为 者 xEV,,， 则 |w|<<2"*<2™*t1 帮 2ENoe， 从 而 
了 .CN2nn。 又 若 szE We。 则 [oz 中 <2 2” 由 |2| 的 定义 知 ,存在 某 
个 Va, 使 EVa, 且 Pr<2 5 由 (四 ,FaC 太 ， 故 ZE 从 
而 Wa*C7,。 因此 (5) 成 立 . 


我 们 得 到 ， 5-0 OrEV, vn lo| 一 0、 故 名 成 立 ， 
加 车 IXW<1 则 |%w|<|zl. 
事实 上 ,着 x4Va, 对 一 切忌, 则 |z| =1, 故 [hw| <<1= jz|， 
车 w€ 某 个 Vy, 则 由 于 Vx 是 均衡 的 , 故 AwEVn, 从 而 
[xz| =—ipf{Pas MwEVa}<int{Pa, EVa}= jz|， 
故 回 成 立 . 
图 对 任 w YE 有 |z+y|<<1w1 十 |y|. 
事实 上 , 若 |z| 十 | 外 > 二 则 显然 有 |z+oy<T< 1z| 十 上， 
车 |w| 十 ly 二 1, 选 s>0, 使 |z| 十 es 十 ly 二 s<dT 由 |z|， 
ly| 的 定义 知 ， 存在 HCN, KCN, 使 xEVx, yEVz, 有 生 
Pnu<<|zl+e, Pr<|y|l+e. 
由 于 .Pg 十 Px<1, 且 Pr，Pr 为 二 进 数 , 故 存在 唯一 元 以 ， 
使 
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Pu= Pr 十 Pr。 
从 而 Vy 十 了 FkCVw, 故 zz 十 yEVw, 所 以 ， 
Izs+y|<Pr= Pr+Pr<|zo|+|y| -+2s. 

令 s->0, 即 知 |zy|<<1z| 十 ly|。 因 此 @ 成 立 . 

现 定义 a(z, 四) 一 |z 一 y|, 则 由 QD.@. @ 知 d 是 均衡 不 变 
度量 . 

下 面 我 们 证 明 由 4 导出 的 拓扑 与 原来 拓扑 7? 是 一 致 的 . 

设 W(0 8) {wv; d(z, 0) < 之 se} 是 中 心 在 0 点、 关于 4 的 8 
开 球 , 任 取 wo EN(0，s), 选 正 整数 使 2-w-D<e-d(z, 0)， 


则 so 十 VC got Ns N (0, 8). 

从 而 Co, 6) 是 ?的 开 集 ， 敬 对 任 yE，N(y, 可 = 人 
do 丰 < 引 一 y+7(0，s) 也 是 + 开 集 . 

反之 , 设 六 是 7 的 开 集 , 任 到 soE8, 则 fao 十 Frs 一 了 
2 是 mm 点 邻 域 基 ， 故 有 m+JscJ, 对 菜 个 b 从 而 
和 (oo 2 长 一 xzo 二 NM0 2 CozoTFzcCF 故 广 是 由 2 导出 
的 拓扑 的 开 集 

从 而 证 得 由 & 导出 的 拓扑 与 原来 拓扑 是 一 致 的 ， 口 

定理 1.6.2 车 区 是 线性 拓扑 空间 , 它 有 一 个 0 点 的 有 界 
邻 域 六 则 莽 是 可 度量 化 的 ， 

证 明 ， 容 易 看 到 ,全 VV;n-1, 2 … 是 工 的 一 个 0 点 的 


可 数 邻 域 基 . 利用 定理 工 .6.l 即 知 所 要 的 结果 口 


87 完备 人 性 
回忆 起 , 度量 空间 ( 且 , d) 称 为 完备 的 , 如果 对 任何 Cauchy 


列 fw,}, 存在 2EX, 使 得 0(ow, 办 -0 即今 wo， 其 中 {2} 
称 为 Cauchy 列 , 如果 对 任何 6 之 0, 存在 mw， 当 %w%, 加 > 时 ,有 
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Od(%n, Lm) < 8， 

但 是 ,对 线性 拓扑 空间 , 却 有 几 种 完备 性 定义 .首先 我 们 定 
义 Cauchy 定向 列 (GQauchy net) . 

定义 1.7.1 若 革 是 线性 拓扑 空间 ， 若 {wo} 是 一 个 定向 
列 . 假设 对 任何 严 E 多 存在 a, 使 得 当 w cs>a 时, 有 a, 一 
wo,EV, 则 称 {zw4} 为 Cauchy 定向 列 . 

定义 1.7.2 设 下 是 线性 拓扑 空间 ， 

驻 称 为 完备 的 ， 如 果 互 中 每 个 Caachy 定向 列 收敛 于 六 
的 一 个 点 ; 

于 称 为 有 界 完备 的 , 如 果 卫 中 每 个 有 界 Qauchy 定向 列 收 
敛 于 天 的 一 个 点 (有 界 完备 也 叫 亚 完 备 ); 

于 称 为 序列 完备 的 ， 如 果 子 中 每 个 Cauchy 序列 收敛 于 


地 的 一 个 点 。 
注 1， 上 述 定 义 中 ,车 用 革 的 任何 子 集 来 代 蔡 就 得 到 于 
集 的 各 种 完备 性 定义 ， 


注 2， 显 然 , 完备 -> 亚 完备 -序列 完备 。 反 之 不 然 ， 

注 3， 荐 有 是 线性 度量 空间 ,容易 看 到 关于 度量 的 完备 梳 
念 与 由 度量 而 产生 的 线性 拓扑 的 完 务 概念 是 不 一 至 的 。Banaoh 
狂想 两 者 是 相同 的 ， 1952 年 Kelly 得 出 了 两 者 关系 ( 见 定理 
1.7.5)。 此 处 , 线性 度量 空间 及 是 指 ,全 是 一 个 线性 空间 ,又 
( 工 ，) 是 度量 空间 ,上 且 由 度量 时 出 的 拓扑 使 于 成 为 线性 拓 
扑 空间 . 

定理 1.7.1 序列 完备 的 赋 范 空间 是 完备 的 ( 即 是 Banaoh 
空间 ). 

证 明 ， 设 {2} 是 Cauohy 定向 列 , 选 {own 一 2,8,…} 使 
wo>aw-a 且 当 of， ui>on 时 ,有 jau 一 wj < 志 ， 令 轴 一 wows 则 
多 是 Cuehy 序列 ， 直 于 站 是 序列 完 和 的 ,下 丰 在 wE 


使 ,> yo 我 们 有 vo Lb yo. 事实 上 ， 对 任何 s>0， 选 
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Wo (> 之 ), 使 得 当 n>No 时 ,有 |y, 一 m1 <s/2, 从 而 当 wam 
时 ,有 


[oa — yol < ro 一 or 二 fo 一 加 | < 名 + 口 
0 


注 ， 由 定理 的 证 明知 道 ， 若 革 是 有 和 界 完备 的 线性 拓扑 空 
间 , 且 下 含有 一 个 有 界 的 0 点 令 域 , 则 台 是 完备 的 . 
定理 1.7.2% (1) 在 完备 的 线性 拓扑 空间 中 ， 若 子 集 4 是 


闭 的 , 则 4 是 完备 的 . 

(2) 在 完备 的 (Hausdorff) 线 性 拓扑 空间 中 ， 子 集 4 是 闭 
的 售 4 是 完备 的 . 

(3) 在 线性 拓扑 空间 下 中 ,集合 4 是 全 有 界 且 完备 的 今 4 
是 紧 的 . 

(4) 在 完备 的 (Hausdorf) 线 性 拓扑 空间 中 ,和 集合 4 是 全 
有 界 且 闭 的 会 4 是 紧 的 . 


证 明 :，( 蕊 、( 分 是 容易 证 明 的 。 

(3) .( 人 证 明 较 长 ， 请 参见 Kelly & Namioka 著 “Linear 
topological spaces> (1963)p. 61T， 口 

在 同一 线性 空间 中 ， 可 以 引入 不 同 的 线性 拓扑 71 Ta, 车 
(对, #1) 完备 , 且 人 <ma(ra 弱 于 加 )， 则 ( 瑟 ， zo) 不 必 是 完备 的 ， 
同样 , 当 宇 之 zw 时, (了 , 753) 也 不 必 是 完备 的 ， 例 如, ,1*1.) 
C(co 有), 1) 是 完备 的 ， 且 zn,>z10 但 届 , 11.) 
不 是 完备 的 。 但 我 们 却 有 : 

定理 1.7.3 车 (全 , z1) 和 (及 , 7) 是 两 个 线性 拓扑 空间 , 且 
zz 又 存在 二 的 一 组 9 点 邻 域 基 人 YW, 使 得 多 中 的 每 个 元 是 
5 闭 的 (或 ?序列 闭 , 或 有 界 闭 ), 则 车 4CC, 且 4 是 (全, 了 
完备 的 (相应 地 , 7 序列 完备 或 有 界 完备 ) 时， 那么 妇 4 也 是 
( 且 , 如) 完备 的 (相应 地 ,序列 完备 或 ri 有 界 完备 的 )， 

证 明 ， 设 {wa} 是 友 的 Cauchy 定向 列 ， 则 由 于 >7 知 ， 
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{zo} 也 是 + 的 Cauchy 定向 列 , 故 存在 woE 4, 使 加 -ao， 任 
取 却 的 局 部 基 多 中 元 了 由 条 件 知 , 存在 ao, 使 得 当 w.B8>ao 


时 ,有 wa-waEV, 因 wa>wo 且 太 是 * 闭 的 , 从 而 当 B>am 


时 ,有 wo-wsEV, 故 wa 书 woE A 从 而 4 是 名 完备 的 。 对 序 
列 完备 性 及 有 和 界 完备 性 可 类 似 证 明 . 口 

定义 1.7.3 设 了 是 线性 拓扑 空间 , 若 存在 一 个 完备 线性 
拓扑 空间 福 , 使 下 与 定 的 一 个 称 子 空间 线性 同 胚 , 则 称 六 为 
了 的 完备 化 空间 .车 这 样 的 了 存在 , 则 称 于 为 可 以 完备 化 . 

定理 1.7.4 任何 线性 拓扑 空间 革 均 可 以 完备 化 , 并 且 在 
线性 同 胚 意义 下 具有 唯一 的 完备 化 空间 . 

证 明 ， 实 质 上 , 与 度量 空间 的 完备 化 证 明 方法 相同 。 参见 
Kelly & Namioka 著 ¢Linear topological spaces» (1963) p. 69， 

定理 1.7.5 对 于 完备 的 度量 线性 空间 子 , 必 可 改 赋 一 个 
等 价 的 平移 不 变 度量 4, 使 邓 关于 这 个 度量 是 完备 的 , 这 样子 
就 是 作为 线性 拓扑 空间 意义 下 完备 的 线性 度量 空间 . 

证 明 ， 见 Kelley, Invariant metrics in groups (Solution 
of a problem of Banach) Proc. A. M. S, 3(1952) p. 484-487， 

注 ， 由 于 平移 不 变 度 量 中 与 原来 度量 是 等 价 的 ， 故 这 就 是 
说 ， 线 性 度量 空间 作为 度量 空间 的 完备 性 和 作为 线性 拓扑 空间 
的 完备 性 是 一 致 的 。 
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一 音 “局 部 凸 线性 拓扑 空间 


31 局 部 凸 线性 拓扑 空间 的 定义 及 
Minkowski 泛 函 


(一 ) 局 部 凸 线性 拓扑 空间 的 定义 ， 

定义 2.1.1 线性 拓扑 空间 肚 称 为 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ， 
如 果 存 在 由 避 集 组 成 的 局 部 基 . 

注 工 由 第 一 章 定理 了 .2.1(8) 知 ， 在 局 部 凹 线性 拓扑 空间 
中 存在 由 闭 凸 均衡 吸收 集 组 成 的 局 部 基 。 

注 2， 也 象 前 面 一 样 , 我们 约定 下 面 讨论 的 局 部 凸 线性 拓 
扑 空间 都 是 Hausdor 任 的. 

注 3: 下 面 将 看 到 ， 由 于 局 部 凸 性 保证 在 互 上 存在 非 零 连 
续 线 性 泛 函 ,并 且 0 点 的 任何 是 邻 域 可 以 导入 一 个 半 范 , 因此 局 
部 凸 空间 具有 许多 很 好 的 性 质 .。 线性 拓扑 空间 的 理论 许多 是 在 
局 部 凸 空间 中 研究 的 . 

(二 )Minkowski 泛 函 (也 叫 规 函数 (gauge))。 

定义 2.1.2 设 子 是 实 线 性 空间 , 4 是 凸 的 均衡 吸收 集 
(显然 0E4), 则 

Paw) 一 inff 和 >>0， ENA} 

称 为 相应 于 集 4 的 Minkowski 泛 函 ( 规 函 数 (gauge) )， 

注 寺 由 于 4 是 用 收 的 , 故 Da(2) 是 可 以 定义 的 . 

注 2; 24(z) 的 几何 意义 是 十 分 清楚 的 , 它 表示 当 集 和 4 和 柔 以 
某 个 数 之 后 包含 点 必 的 那 种 数 的 下 确 界 。 

定理 2.1.1 若 4 是 实 线性 空间 下 中 凸 的 均衡 吸收 集 , 则 

(人 p4(0) =0, 0<ps(z) 过 十 oo (吸收 性 的 结果 ). 

(2) 次 可 加 性 :pa(w-9) 才 p42) 十 Pa(Y)， Vw ER( 四 
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性 的 结果 ). 
(3) 绝对 齐 性 ，pa(aw) 一 |a|pa(%) (均衡 性 的 结果 )， 
注 ， 我们 也 称 于 上 定义 的 满足 上 述 条 件 ( 了 D、(2)、 (3) 的 实 


泛 函 加 半 范 
(4) {2a(2) 一 0} 是 下 的 线性 子 空间 . 
证 明 :，(1) 显然 . 


(2) 对 任何 se>0, 存在 ,人 凡 >0, 使 Pa(o) 所 和 <p4 (2) 十 8， 

Pa(y) <p<paly) +8, 且 六 "二 "0EA. 
PHY A SY 

因为 4 是 号 的 , 故 关 业 一 寺 志 " 庆 +X 作 " 攻 EA4. 从 而 

Pa(v+) w+ 和 <pa (2) 十 D4(0 十 28， 由 于 s 是 任意 的 , 故 
2D4(z 十 0 和 Da(2) -+pAY). OO 

(8) @ 当 a>0 时 ,显然 有 Pa(oz) = |clpa(z)。 

@ 当 |w| = 工时 ,由 于 了 是 均衡 的 ,也 有 pas(aw) 一 Da(o) 一 
|alpa lz). 

人 «#0, 则 palow) = lalpa (Fee) = Ja|pal%). 


@ 当 a=0 时 ,显然 成 立 p4alaw) = |alpa(zx). 口 

(4) 由 (1)、(2)、(3) 知 . 口 

若 p 是 也 上 的 半 范 ， 我 们 记 Bo 一 {os p(w2) 忆 1}, 称 它 为 p 
的 单位 球 ; 了 5 = {w;p(2) 达 1}, 称 它 为 p 的 开 单 位 球 . 

定理 2.1.2 若 4 是 线性 拓扑 空间 及 中 凸 的 均衡 吸收 集 ， 
则 

(1) Bs, 是 肚 中 凸 的 均衡 吸收 集 , 且 ps,, 一 Ppa. 

(2) int ACV ,CACB,, CA. 

(3) 0€int 4 全 pa(2) 是 连续 的 合 pa(w) 是 一 致 连续 的 今 
int A=Y,,. 

特别 地 , 对 0 点 凸 的 均衡 吸收 邻 域 耿 , pr (2) 是 连续 的 半 范 。 

(4) 4 是 闭 的 瀛 ps(z%) 是 下 半 连 续 的 全 4=B,,。 我 们 称 
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和 中 半 的 凸 均衡 吸收 集 4 为 一 个 桶 (barrel)， 故 特别 地 ， 由 
桶 4 决定 的 半 范 是 下 半 连 续 的 . 
证 明 ，(1) 任 w€ 筷 , 若 pa(o) 一 0 则 2 E Bo， 车 Pp4(%) 


#0， 则 pa (7) 一 二 从 而 wEpa(w) Bo。。 放 Bo, 是 吸收 的 , 


车 wz y € Bp,，0 达 a 过 1, 则 pa(%) 1，pz(w) < 二 由 定理 

2.1.1 知 ， 
Palowt (1 pas) + (~—a)pa() <1, 

故 oz 十 (1 一 wy € Bz,, 亦 即 Bo 是 凸 的 ， 

任 取 zz € By 及 am |xl 和 1 由 于 Wu(o) 生 二 由 定理 2.1.1 
知 pa(law) < 世故 oz E Bo,， 从 而 Bp, 是 均衡 的 . 

因为 2 € pa(%) By, 故 pp (z) pa(%)， 反之 , 由 2 的 定 
义 知 , 对 任何 8s>0, 存在 >0, 使 ps,,(%) 志和 <pp,,(%) 十 8, 县 
z CE XBo, 从 而 ps( 生 )<1, 因 此 pa(w) <ps,,(w) 十 8， 由 s 的 任 
意 性 知 ,ps,,(%) 一 pa 2). 口 

(2) 若 z € 4, 则 pa(oO)<s 二 故 oE Bo 从 而 4S By, 

车 w E Vy, 则 存在 %, 使 palz) < 和 A\<1, 且 zZEX4， 故 由 上 
是 均衡 的 知 ,zw € 4, 从 而 Vy C 4. 

若 w€Eint 4, 则 存在 8 之 0, 使 得 当 | 一 1| 达 s 时 ,有 E44. 


故人 (1 二 jaE 4 从 而 ps 人 os 一 <1， 所 以 mEVs., 即 
1 本 


int ACV yp,. 

若 %€ Bp 则 Pu(z) 二 1， 车 0<a<1 则 paCow) =opa(%) 
< 了 所 以 oz EVpCA， 令 om_71, 则 owE4, 且 oz 一 % 从 
而 zwE 孝 ， 即 了 ,CC4， 口 

(3) 若 ps(o) 是 连续 的 ， 则 Fw 是 开 集 ， 由 (2) 知 ,int 4= 
Vp,,， 由 于 0EP，,， 故 0€int4. 

车 0Eint 4, 对 任何 s>0, s'int4 是 0 点 邻 域 , 从 而 对 任 
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何 woE 了 ,Vo 二 vo 十 (eint A (一 8).int 4) 是 v6 点 邻 域 ， 若 
YEVo, 则 y=wo 二 eg1 一 2%0 一 6ys， 其 中 国 Ya Eint4， 故 

Pa (Y) Spa (oo) Tpa (ey) <pa (v0) 十 8， 

Pa V0) Pa (Y) + Paleys) <Pa ly) 十 8， 
从 而 [p49) 一 pa(vo) | 二 s。 故 palw) 是 一 致 连续 的 。 这 样 就 证 
明了 这 些 条件 的 等 价 性 ， 口 

(4) 若 4 是 闭 的 ,由 ( 肪 知 ， 4= Bo 一 4. 

容易 证 明 , wp4(w) 是 下 半 连 续 的 当 且 仅 当 B,, 是 闭 的 ， 根 据 
(2) 知 ，By, 是 闭 的 当 且 仅 当 B,,= 有 4. 口 

定理 2.1.8 若 2(z) 是 线性 拓扑 空间 忌 中 下 半 连 续 的 半 
范 , 则 By 是 一 个 桶 ， 特 别 地 , 当 p(w) 是 连续 半 范 时 ，B， 是 具 非 
空 开 核 的 闭 巴 均衡 吸收 集 ， 更 是 一 个 实心 体 (boqy) (车 半山 和 集 
4, 满足 int 4 去 8 条 件 , 则 称 4 为 一 个 实心 体 ). 

证 明 ， 由 定理 2.1.2(1) 知 By 是 凸 的 均衡 吸收 集 ， 由 于 ?9 
是 下 半 连 续 的 , 故 DB 是 闭 集 , 从 而 是 一 个 桶 . 

车 p(s) 是 连续 的 ,由 定理 2.1.2(3) 知 , int Bp#8, 故 Bo 是 
具有 非 空 开 核 的 闭 凸 均衡 吸收 集 ， 从 而 更 是 一 个 实心 体 . 口 

(三 ) 局 部 凸 线性 拓扑 空间 的 构成 . 

设 下 是 线性 空间 , {ps; wET} 是 世上 一 族 半 范 . 

令 U(pa, po Duo 8) = {0; Pa 2) <e, 4 一 二 2 
其 中 mE€I, 5=14,，2, …， wn。 记 上 述 集 的 全 体 为 多， 由 定理 
1.3.I 知 , 人 是 于 上 某 个 线性 拓扑 7z 的 局 部 基 ， 且 由 于 红 V 中 
每 个 元 是 凸 集 , 故 zz 还 是 局 部 曲线 性 拓扑 。 此 时 ( 革 , 7) 叫 做 由 
半 范 族 {pa; a€ 7} 生成 的 卫 上 的 局 部 凸 拓扑 ， 显然， 对 每 个 
aET, pa 是 关于 Y 连续 的 . 〈 民 ,要 也 岂 赋 一 族 半 范 空间 , 特别 
地 ， 当 工 可 数 时 , (了 , 如 叫做 赋 可 列 半 范 空间 。， 由 定理 1.6.1 
知 , 赋 可 列 半 范 空间 是 可 以 度量 化 的 . 

下 面 讨论 峰 一族 半 范 空间 的 性 质 . 

定理 2.1.4 设 ( 了 ,7) 是 由 半 范 族 .N={pa; acE 了 生成 
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的 局 部 凸 空间 , 则 

(1) z 是 Hausdor 任 的 合计 每 个 “去 0, sup pu(o) 0. 

(2) 车 fejCX, 则 zo>v 人 lim pa(vs—o) =0, VEI. 

(3) 若 4 是 马 的 子 集 , 则 4 是 * 有 界 的 傅 diam(4,pa) 三 
sup{pa(%—Y); 2, YE A} 一 十 co，VaEL. 

证 明 ，(1) 车 7z 是 Hausdoz 人 的 ， 则 对 任 z 关 0， 存 在 
U(pa, Dow; 8)， 使 w 生 U (po,，…, Pw; 6)。 从 而 

Sup pa (2) > sup pu(2)>2>0., 
wel aden 

反之 ， 若 对 每 个 z 关 0, sup pa(%) 0, 则 存在 ao。€ 工 使 
Pa, (2) 之 8 之 0, 对 某 个 s。 从 而 2 侍 U (pa 8), 故 了 是 百 ausdcr 仔 
的 . 口 

(2) 车 fjC 和 ，mw->m 则 对 任何 mmEI， 及 s>0， 
U (pm; 6) 是 0 点 5 邻 域 , 故 存在 So 使 得 当 3>8o 时 ,有 办 一 
EU(pass 8)， 即 po(w 一 轨 二 8s。 故 lim po, (os 一 切 一 0. 

反之 , 任 取 多 的 元 U (po, …， pan 8)， 由 于 lim pure 4) 
一 0, $= 了， …, n。 故 存 在 60, 使 得 当 3>6o 时 有 2oui(ws 一 四 < 
B $=1, ", %, 亦 即 ws—%EU (Ppa,, 0 2)， 从 而 pe, 口 

(3) 车 4 是 z 有 界 的 ， 任 取 ooEI, UCpas 是 0 点 7 邻 
域 ， 故 存在 和 >0, 使 4CHU (pa 1)， 所 以 ， 当 wE4 时 ， 有 
Da, (%) < 入 ， 从 而 对 任 2， YE A, pa (2—Yy) < Pa, (z) 十 Po (9) 2%, 
亦 即 diam (4, po) 委 2. 

反之 ， 任 取 U (pa,, 机 2). 令 人 -max{diam (4， Pa)} 
Pa (v0) , 对 某 个 woE€ 4}, 则 par(Y) Pao, (wo) 二 Pa (so0—Y) <2M, 
VyE4, c=1,…, Nn。 从 而 4c DU (pa …， Dan; 8)。 攻 有 


是 有 界 的 . 口 
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有 了 以 上 准备 工作 之 后 ， 我 们 可 以 对 局 部 凸 线 性 拓扑 空间 


的 构造 予以 描述 , 
定理 2.1.5 设 卫 是 局 部 凸 空间 , 则 它 的 拓扑 7? 必 可 以 由 
一 族 连续 半 范 生成 . 


证 明 ， 册 定义 2.1.1 的 注 1 知 , z 有 一 族 闭 凸 均衡 吸收 集 
构成 的 局 部 基 {Fu a€T}， 对 每 个 V。, 由 ' 于 0E€intVo, 根据 
定理 2.1.1 及 定理 2.1.2 可 以 决定 一 个 相应 的 Minkowski 泛 
函 ps, 且 ps 是 7 连续 半 范 ， 由 这 一 族 连 族 半 范 又 可 生成 上 
一 个 局 部 凸 拓扑 wv 由 于 每 个 ps 是 ?连续 的 ， 故 U(po,…， 
po 8) 是 7 的 开 集 ， 从 而 7 过 rz。 又 因 VpCVo, 故 六 是 的 
开 邻 域 , 从 而 +=7. 口 

注 ， 一 般 来 说 , 定理 中 的 {pa; QET} 是 相当 大 的 一 族 半 范 . 

定义 2.1.3 设 . 人 是 线性 拓扑 空间 ( 卫 , 7z) 的 一 族 连续 半 
范 ， 称 .作为 对 上 连续 半 范 的 基 (或 子 基 ), 如 果 对 (XX, 7) 上 
任何 连续 半 范 o, 存在 t>0, 和 wE.N, 使 0 所 女 , 等 价 地 BoC 
tB。( 相 应 地 , 存在 cu …，c>>0 po，2uE.Y， 使 

O02) opa (2) + + Cnpa, CV), VoE TF). 

我 们 看 到 , 如 果 .人 是 (和 台 的 一 个 连续 半 范 的 其 ( 子 基 )， 
则 ( 玉 , 可 可 以 仅 由 .人 太 生 成 所 以 , 一般 地 , 我 们 往往 去 寻找 这 
种 最 小 族 , 使 局 部 凸 拓扑 的 刻 划 较为 简单 .事实 上 , 我 们 有 ， 

定理 2.1.6 若 . 信 是 局 部 凸 空 间 ( 瑟 ,Z 的 连续 半 范 基 ( 子 
基 )， 则 {Vp; peE.f, 弛 0} 就 是 (XX, 7) 的 一 个 局 部 基 ( 子 
基 ). 

证 明 ， 任 取 0 点 5 邻 域 口 则 存在 闭 凸 均衡 吸收 的 0 点 ? 
邻 域 玉 , 使 开 CU， 于 是 pw 就 是 (于 , z) 上 一 个 连续 半 范 ， 从 
而 存在 >0, pzE.N, 使 pw<tpo, 故 雪 ~tBo,Vo( 为 了 书 


写 简 便 记 玉 ,为 Vo).。 亦 即 三 = 了 Vs, 故 {yo Pa EAN, t> 


0} 是 (对 , 7) 的 一 个 局 部 基 , 
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当 .AH 是 连续 半 范 子 基 时 , 则 存在 cl， ca …, 6。>0 和 ps， 
Yo 了 €N, pr So Pe "+ Cn Da,. 从 而 


Ve ee Vf ‘N= Ly, cB,,—W. 


从 而 gp ti>0, 到 EL] 是 C， 中 的 局 部 子 基 口 

对 线性 空间 站 上 的 两 族 半 范 .Yi 和 .Ns, 可 以 用 简单 方 
法 来 比较 由 这 两 族 半 范 生成 的 局 部 凸 拓 扑 的 强 弱 . 

定理 2.1.7 设 耻 是 线性 空间 , .和 Ns 是 子 上 两 族 
半 范 , 则 由 .人 生成 的 局 部 凸 拓扑 翅 比 由 生成 的 局 部 凸 拓 
扑 v3 弦 的 充 要 条 件 是 对 每 个 9g€.Ai, 存在 0c1,…, cm>0 和 
Das“ Pam -Ns 使 

gq (2) S01pa, (0) + onpan (2), VIE TX. 
证 明 , “<” 由 定理 2.1.6 和 此 时 


二 -Fen 二 -Fun Ni ecCBu 


MEL 
故 1 过 zs. 

“=” 任 取 gE€.N1， 由 于 9 关于 wi 连续 , 且 人 1 之 va 故 9 关 
于 是 连续 的 , 则 存在 0 点 的 Ta 邻 域 U(po,，…， Pawn 58) 使 得 当 
ZEU(pa,…, pa 8) 时 ,有 9g(w) 1 故 

g(0) <2 pa (0) + + pa,(o). 口 

利用 定理 1.7.8, 我 们 容易 得 到 下 面 定 理 ， 

定理 2.1.8 设 z 和 za 是 分 别 由 线性 空间 对 上 两 个 半 范 
族 .4 和 .4 生成 的 局 部 凸 拓扑 , 如 果 每 个 pE .fa 是 75 连续 
的 ， 且 每 个 9€ .Ns 是 如 下 半 连 续 的 ， 则 当 4( 己 及) 是 如 完备 
(或 序列 完备 ) 时 , 4 也 是 zo 完备 (相应 地 ,序列 完备 ) 的 . 

(四 ) 局 部 凸 空间 可 赋 范 化 的 充 要 条 件 ， 

所 谓 局 部 凸 空间 ( 邯 , z) 可 赋 范 化 是 指 存 在 屋 上 的 一 个 范 
数 , 使 由 它 导 出 的 拓扑 与 了 是 一 致 的 . 

定理 2.1.9 (Hausdor 作 ) 户 部 凸 线 性 拓扑 空间 ( 卫 , 7) 可 


ee 28。 


赋 范 化 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 有 界 的 凸 的 0 点 邻 域 . 

证 明 ， 必 要 性 是 显然 的 .下 面 证 充分 性 ， 

设 天 是 有 界 凸 的 0 点 邻 域 , 则 存在 有 界 闵 凸 均 黎 0 点 邻 域 
W, 使 WCV, 故 pr 就 是 (及 , z) 上 一 个 连续 半 范 。 并且 当 
vw 天 0 时 , 存在 0 点 邻 域 U, 使 z 全 UV( 由 于 及 是 Hausdor 作 的). 
由 于 殉 是 有 界 的 , 故 存 在 %>0, 使 玉 ChU, 于 是 Xz 年 环 ， 因 


而 pw(o) 一 二 pr (Ma)> 寺 >0， 故 pw 是 一 个 范 数 . 


又 由 于 pw 是 连续 的 , 故 了。 是 开 的 . 因而 pr 产生 的 拓 
扑 弱 于 拓扑 zx。 反之 , 任 取 0 点 z 邻 域 U, 由 于 歼 是 有 界 的 , 放 


存在 ?>0, 使 古 CMI， 从 而 开标 cD, 故人 mm 四 < 并 
WWCU.。 因此 pw 产生 的 拓扑 强 于 拓扑 7+. 口 


82 局 部 凸 空间 的 性 质 


(一 ) 连 续 线 性 泛 函 的 性 质 . 

定义 2.2.1 设 ( 了 ,7 是 线性 拓扑 空间 , 称 (了 ,为 上 全 
体 连 续 线 性 泛 函 组 成 的 线性 空间 为 (了, 的 共 孝 空间 , 记 作 
( 工 , z)*， 在 不 致 引 起 混淆 的 情况 下 , 简 记 作 之 *. 

定理 2.2.1 任何 fE(X, 7)* 可 唯一 地 延 拓 为 户 E 
(就 ,为 其 中 (证 , 丰 是 ( 工 , 四 的 完备 化 . 
证 明 : 这 是 容易 证 明 的 . 
定理 2.2.2 车/ 是 (了 , 上 的 非 零 线性 泛 函 ， 则 下 列 等 


(GD 了 是 连续 的 . 
(2) W( 有 ) 二 {2; f(z) 一 0} 是 75 闭 的 ， 
(3) j 在 0 点 某 个 邻 域 是 有 界 的 . 
(4) 了 在 0 点 连续 . 
(5) 是 在 (全, 7) 上 一 臻 连续 的 ， 
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证 明 ， (TD) 一 (2) 显 然 成 立 . 

人) 之 (9) 设 W(P 是 r 闭 的 ， 因 为 jz#0, 故 存在 soE 天 
使 f(zo) = 也 故 Wi=zoTN(P) 是 r* 闭 的 ， 旦 0 人 #Wi 因此 在 
在 0 点 均衡 邻 域 玉 , 使 NW; 一 

当 wEV, 且 fc) 尖 0 时, y 一 7 zENi， 故 4% 生 六 但 


EV, 由 于 六 是 均衡 的 , 故 |f(z)|<1， 从 而 对 一 切 zEV， 有 
Mo 1<1. 口 

G) 一 岁 设 存在 0 点 邻 域 玉 , 使 /oj<M， Vw EV, 则 对 
任何 s>0, fs6) 二 人 fo)1<ejD>37 故 了 (2) 
在 0 点 连续 . 口 

全 一 全 对 任何 se>0 存在 VE 有 使 得 当 wEV 时 ， 
fo)1<s 选 0 点 均衡 邻 域 现 , 使 厂 十 本 CC 到 则 当 w YE 丙 
时 ，x 一 9E 琴 十 酚 , 故 [jw 一 FD | 一 |fv 一 巷 |<s, 从 而 f(z) 
是 一 致 连续 的 。 口 

二 一 全 是 显然 的 ， 口 

定理 2.2.3 设 了 是 线性 拓扑 空间 全 .了 之 间 的 线性 觅 
象 ， 则 下 列 等 价 ; 

(1) 了 在 互 上 是 连续 的 ， 

(2) 了 在 0 点 是 连续 的 . 

(8) 对 了 中 每 个 连续 半 范 p, pT 是 连续 的 。 

(4) 7 在 于 上 是 一 致 连续 的 . 

证 明 ， 与 定理 2.2.2. 证 明 相仿 ， 

(二 ) 非 零 连续 线性 泛 函 的 存在 性 ， 

根据 定理 2.2.1, 我 们 要 问 , 是 否 对 每 个 线性 拓扑 空间 都 存 
在 非 零 连续 线性 泛 函 呢 ? 回答 是 否定 的 . 

例 ，ZLo[0, 蕊 = { 及 7 是 [0 妇 上 可 测 函 数 , 且 


[lf las< +00}, 0<p<1, 
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1 
S!f1=| If(0) lr de. 
车 BEL[0, 11*, 令 2) =Xxion, 0<t 生 天 其 中 xiop 是 


[0, 为 上 的 特征 函数 , 则 
|®( fi) —$(f) [RIxcow —Xron! ?= RIt—s|Y?, 从 而 


[Bf -BO Rs i 
Ey ”| 


放 2( 有 =0, 从 而 (用 一 B( 有 0) =0， 但 是 , span {fs 0<i 


< 二 在 LoL0, 局 中 是 稠 的 , 故 下 =-0.、 因 而 Ly[0, 1 0<p< 
不 存在 非 0 连续 线性 泛 函 . 

下 面 我 们 将 会 看 到 ， 对 于 局 部 四 空间 ， 上 述 情况 决 不 会 发 
生 . 

定理 2.2.4 设 卫 是 线性 拓扑 空间 .若是 了 上 线性 泛 
画 ， 则 了 是 连续 的 充 要 条 件 是 存在 连续 的 非 负 正 齐 性 次 可 加 泛 
应 p(2), 使 |f(%) |<<p(w), YE 了 X. 

证 明 :“ 坟 ”若是 连续 的 , 则 令 p(w) = |f(w) | 即 可 . 

“=” 因 为 p(wz) 是 连续 的 , 故 存在 0 点 均衡 邻 域 六 , 使 得 当 
wEV 时 有 pz) <1 又 因 |f(z)|<pl2), 故 f 在 0 点 邻 域 广 是 
有 界 的 。 利 用 定理 2.2.2 即 知 f 是 连续 的 , 口 

首先 叙述 Hahn-Banach 型 定理 (分 析 形 式 )， 

定理 9.2.5(Hahn-Banach) 设 是 实 线性 空间 ,p(o) 是 
导 上 正 齐 性 次 可 加 泛 函 ， 又 设 fc) 是 他 的 线性 子 空间 了 的 
线性 泛 函 ,满足 有 (%) <p(z)，YVzE 工 ， 那 未 , 必 存 在 下 上 线性 
泛 函 六 满足 下 列 条件 : 

(DD 车 wzE 导 , 则 (wo 入 p(z)。 

(2) 若 zEX: 则 了 (w) 一 f(w), 即 了 是 了 的 延 拓 . 

证 明 ， 与 赋 范 空间 相仿 ， 详 见 关 溺 直 编 “ 泛 函 分 析 讲 义 ” 
(1958 年 版 )p. 76. 

定理 2.2.6 设 卫 是 ( 复 的 ) 局 部 凸 空间 ， 了 1 是 互 的 线性 
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子 空间 , 则 革 : 上 的 一 切 连续 线性 泛 函 f 可 以 延 拓 到 全 上 的 连 
续 线性 泛 函 . 

证 明 ， 令 7(z) 一 Ref(z) (f(z) 的 实 部 ), 则 7?(z 是 了 1( 作 
为 实数 体 上 的 空间 ) 上 实 值 连续 线性 泛 函 ， 故 集合 {o ww€ 卫 y， 
lo 天 二 是 他 1 的 0 点 邻 域 ,从 而 存在 有 中 0 点 均衡 凸 邻 域 
V, 使 VN X={v; 2E ZI, }r(2)| <1}. 

令 pr(z) 是 的 Minkowski 泛 函 , 则 pr(%w) 是 信 上 连续 
半 范 ,并 且 玉 = {2 pr(%) 过 1}， 从 而 7(2) 和 pr (2),， ViE 人 X11. 

由 定理 3.2.5 存在 节 上 线性 泛 函 ?7(w), 满足 

?(®) =7(%), VI EEK,, 
7 (2) <pr(w), YoE TT. 

令 了 (wz) =7(o) 一 红 (iz)， 则 f(z2) 一 J(w)， 当 2E XY 时 ,并 
且 了 是 下 上 ( 复 ) 线 性 泛 函 . 

对 任意 %E 了 及 , 令 了 (w) =o3| 了 (zw)|， 则 

|f (2) | =6-®f (2) = Fle-%%) 
=7(06 #2) <pr(e wm) = pr (2). 

由 定理 2.2.4 知 了 是 连续 的 . 口 

下 面 讨论 Hahn-Banach 型 定理 的 几何 形式 一 一 分 离 定 理 . 

定理 2.2.7 设 了 是 实 局 部 凸 空间 , 4 是 六 中 均衡 闭 凸 
集 , zoEX\4, 则 存在 AE 有 ZX*, 使 

supl f (2 |<1<|f (0)|. 
证 明 ， 由 于 ww 全 4, 故 在 在 0 点 均衡 凸 邻 域 六 使 4n 


(oot 了 VD) = 取 六 = 于 了 则 (4+V) nzo+P) = 由 从 而 


a FA+V. 

又 因为 4 二 是 凸 均衡 吸收 集 ， 故 存在 相应 的 Minkowski 
泛 函 p(z), 且 p(z) 是 连续 的 , 因 4 持 4+ 了 V, 故 p(v0) > 工 

令 Xi1= span (zo0), pMt0) = Np v0), VN, 

从 而 p12) EPH), VIE XT. 
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由 定理 2.2.5, p 可 延 拓 为 不 上 线性 泛 函 岂 是 满足 
jos<2to)，YwE 卫 。 
由 定理 2.2.4, fEX*, 且 当 zE4(C4 二 及 时 ， 
[fw) |<p(%) <1<p 0) 一 p(zo) 一 /za 口 

推论 2.2.8 设 卫 是 实 的 (CHausdor 任 ) 局 部 是 线性 拓扑 空 
间 , vo 关 0, 则 存在 fE*, 使 f(zo) 二 0。 特别 地 ， 全 * 关 {0}， 

推论 2.2.8 表明 , 当 于 是 (Hausdor 企 ) 局 部 凸 空间 时 , 卫 上 
有 足够 多 的 非 0 连续 线性 泛 函 (可 以 证 明 对 复 的 局 部 凸 空间 也 
是 成 立 的 ). 

下 面 ,我 们 再 列举 几 个 常用 的 分 离 定 理 . 

定理 2.2.9 车 4 是 线性 拓扑 空间 于 的 一 个 凸 子 集 ， 
int4 关 办 又 BB 是 于 的 非 空 凸 子 集 , 且 BNint 4=8 则 存在 
实 闭 超 平 面 分 离 4、.8B, 就 是 说 存在 JE*, cE R1, 使 

AC{v; f (2) <0}, BC{%; f (7)>0}. 

若 4、B 都 是 开 凸 集 ， 旦 4 站 B=8, 则 存在 实 闭 超 平面 及 

严格 分 离 4、.B。 就 是 说 ,存在 fEX*, a€E R1, 使 
f(%) <o<f(y), YrE A, yEB. 

证 明 .， 见 Schaefer 车 «Topological veotor spaces» (1971) 
p. 64. 
定理 2.2.10 若 对 是 局 部 凸 空间 , 4 是 闭 凸 集 , B 是 紧 
凸 集 , 旦 4 则 B=8， 则 存在 一 个 实 闭 超 平面 五 强 分 离 4.B, 即 
存在 fEX*, aE€ RR1 使 

supf(B) <a<inf f(4). 

证 明 ， 见 Sohaefer 著 «Topological vector spaces» (1971) 
p. 65, 
定理 2.2.11( 支 撑 定理 ) 若 卫 是 实 局 部 凸 空间 , 4 是 西 
实心 体 , 则 对 任 z€84(4 的 边界 ) 存 在 一 个 闭 支撑 超 平 面 , 即 存 
在 fE 了 ,使 f(z) 一 supf(4). 

证 明 ， 容 易 从 定理 2.2.9 得 到 口 . 
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上 而 已 证 明 , 当 下 是 局 部 西 线性 空间 时 , 则 X* 关 {0}， 但 
是 ， 是 否 非 局 部 凸 空间 必 不 存在 非 0 连续 线性 泛 函 呢 8 回答 是 
否定 的 ， 见 下 面 例子 . 

.b= {6); &ER', SIEl?<+o), 

6) 1=Blél’, 0<p<D). OO 

大 家 知道, 华 标 泛 函 及 (( 所 )) = 名 是 非 零 连续 线性 泛 函 , 下 
面 我 们 证 明 刀 (0<p< 了 不 是 局 部 凸 的 ， 为 此 , 首先 证 明 下 面 定 
理 . 
定理 2.2.12 车 全 是 局 部 外 空间 ， 则 有 界 集 4 的 凸 包 
co(4) 是 有 界 的 。 

证 明 ， 由 于 4 是 有 界 的 , 对 任何 0 点 西 邻 域 P, 存在 >0， 
使 4CXV,， 从 而 co(4) 一 X。 这 就 表明 co(4) 是 有 界 的 . 口 

事实 2.2.1 在 l,(0<p<1 中 , 集 4 是 有 界 的 会 4 是 度 
最 有 界 的 , 其中, (0<p< 切 中 度量 定义 为 

d(C), (0)) = ml. 

证 明 ， 由 于 入 (0, 1) 一 {8D; 2(0 (多 )< 匡 是 加 中 0 点 
邻 域 , 若 4 是 有 界 的 ， 则 存在 正 整数 m6, 使 4CnoN (0, 1), 从 
而 , diam 4<<2w2， 因 此 ，4 是 度量 有 界 的 ， 

反之 , 设 4 是 度量 有 界 的 ,容易 看 到 ，4CN(0, 7), 对 某 个 


令 G 是 0 点 的 一 个 邻 域 由 于 { (0 二) 是 正 整数 | 构 
成 卫 的 局 部 基 , 故 存在 某 个 正 整 数 mw, 使 F(0, 工 )cG, 则 4c 
N(0, 9)JCraoN(0 1)= (m7) vaN(0, I)c (mr)12G， 从 而 4 


是 有 界 的 . 口 
下 面 我 们 构造 (0<p<14) 的 一 个 有 界 集 DD, 使 它 的 凸 包 
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不 是 有 界 的 . 根据 定理 2.2.12 知 , jp(0<2< 巧 不 是 局 部 凸 的 . 
令 DD={( 引 ;1( 的 1}, 显然 也 是 度量 有 界 的 ,根据 事实 
2.2.13, DD 是 有 界 的 . 


第 % 项 
令 e= (0 …，0, 1, 0…)， 则 evE 也 . 
% 项 


一 一 一 人 一 
取 民 = 工交 sa=( 过 ， 1 0， …), 则 asEc0CD), 但 是 
Ni nN 


la 一 襄 | 守 | "> 十 oo, 放 {enj 是 度量 无 界 的 ,从 而 coCD) 
不 是 有 界 的 . 


33 Ww 拓扑 和 w” 拓扑 


《一 ) (了 ,Tz) 上 的 w 拓扑 . 

定义 2.3.1 设 ( 了 ,7) 是 局 部 凸 空间 ， 定 义 在 邓 上 使 得 
节 " 一 (证 , 7)* 的 元 是 连续 的 最 弱 的 局 部 凸 拓扑 称 为 下 上 的 Ww 
拓扑 .也 记 作 o( 太 ,了 *). 

注 1， 实际 上 , Ww 拓扑 的 局 部 基 是 由 下 列 形 式 集 构 成 , 
U (21, ee, wn; 8) = {0; [2 (0) | < 一, WR} 因此, 全 上 Ww 
拓扑 实际 上 是 由 半 范 族 {|w*|;w*E 及 中 生成 的 ， 

注 2， 显 然 , w 拓扑 之 7. 

由 注 2, 我 们 知道 了 的 子 集 4 是 Ww 闭 的 , 那 末 4 必 是 z+ 闭 
的 .反之 却 不 然 ,但 对 于 凸 集 , 逆 命 题 却 是 正确 的 . 这 就 是 下 面 


著名 的 Maznr 定理 . 
定理 2.3.1(Mazur) 设 4 是 局 部 凸 空间 (了 芒 的 西子 
集 , 则 4 是 = 闭 的 多 4 是 w 闭 的 . 


证 明 : 设 4 是 z 闲 的 , mo 车 4, 由 定理 2.2.10, 存在 fE 
了 ”使 /xso)>snpfjO IE4 一 故 vo {; f(z) <<a} 
A"( 其 中 4" 表示 4 的 Ww 闭 包 ), 从 而 4"=4, 因此 4 是 w 闭 
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的 . 口 
推论 2.3.2 设 革 是 赋 范 线性 空间 , 则 范 数 是 w 下 半 连 续 


的 , 即 任何 {ss} CX mm， lol <limlel. 


证 明 ， 因 为 对 任何 ">0, {zw; |z|<?} 是 w 闲 的 口 . 

根据 定理 2.1.4, 我 们 有 

定理 2.3.3 若 碟 是 局 部 凸 空间 , 则 

(人 (对, WwW) 是 Hausdorff 的 . 

(2) (wa) CF, NNo > wd) >o* (0), Yo ER*. 

特别 地 ,关于 有 界 集 我 们 有 

定理 2.3.4 车 ( 开 , z) 是 局 部 凸 空间 , 4 是 互 的 子 集 ， 则 
下 列 等 价 ; 

(1) 4 是 z 有 界 的 . 

(2) 4 是 o(X, 祷 *) 有 界 的 ， 

(3) sup vw* (2) <+o0, Ve* ER*, 

(4) 4 是 o( 卫 ,于 *) 爹 有 界 的 . 

证 明 ， (了 之 (2) 由 >c( 瑟 ,天 区 知 ， 口 

(2) 坊 (3) 由 定理 2.1.4 知 , 对 每 个 2*EX*, zyE4 有 
lz* Cw 一 y) | 三 用 ,对 某 个 用 >>0， 任 取 wo€ 4, 则 对 任何 YE 4， 
有 

EAONEILACOIE SE ACAT EALHCOIE SA 

(3) 坊 (2) 容 易 看 到 ,对 一 切 w*EXY*, 有 

supl2* (2) | <+o0, 


根据 定理 2.1.4 知 , 4 是 ao( 对 ,之 *) 有 界 的 . 口 

(2) 坊 (DD 设 {pa; wxE 1 是 生成 了 的 半 范 族 , 只 须 证 明 对 每 
个 o suppa(4) 过 十 co， 即 加. 

令 V。 一 {2; Polw) 一 0}， 则 Ws 是 革 中 5z 闭 子 空间 . 

令 革 .一 革 /Na， Qo: XX 一 六 a 是 商 映像 ， 
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再 令 1Qszla 一 Pew), 则 (三 。, 11a) 是 赋 范 线性 空间 、， 又 令 
4A。, 一 Qs。4.， 问题 转化 为 证 明 4。 是 ( 王 。 上 "1.) 中 的 有 界 集 . 
任 取 BE(Zo, 上 .10)*, 作 导 中 泛 函 ww*(2) 一 BD(Qsz), 显 
然 2*€E( 驻 , 7)*， 由 于 4 是 oc( 玉 ,对 *) 有 界 的 , 故 
suplB (9) | 一 sap|2” (w)|<+o0, 


由 共鸣 定理 ，A。 是 (对 。, 上 1。) 中 有 界 集 ， 口 

(和 一 (2 显然 成 立 . 

(2) 壕 (4) 作 乘积 空间 P= 1l. Kw (其 中 Kw 三 为 数 
体 ). 

今 荆 , XxX—> 1l. Kr, 使 Tzw= {wv*(2); vw* EX*}, VEAX. 

显然 , TCP, 由 于 于 是 局 部 凸 (Hausdor 任 ) 空 间 ， 故 若 
zy, 必 存 在 sw*EX*, 使 v2*(%) 天 vw*(y), 从 而 映 象 人 是 (了 X， 
o( 卫 ,了 *)) 到 卫 内 的 1 一 1 线 性 同 肽 . 令 Po : 了 >Kw 是 投 
影 算 子 , 则 Po TA 是 玉 。 中 有 界 子 集 ,因此 Pe 了 4 是 尺 or 中 
紧 集 .由 TExoroB 定理 ， 4 是 一 中 紧 集 ， 又 了 4C 
Ll, Pe Th, 故 TA 是 呈 中 全 有 界 集 ， 从 而 4 是 (及 , c( 了 ， 
革 *) 中 全 有 界 集 ， 口 

这 个 定理 告诉 我 们 , 不 同 拓 扑 可 以 具有 相同 有 界 集 ， 下 面 
定理 指出 不 同 拓扑 可 以 具有 相同 连续 线性 泛 函 . 

定理 2.3.5 设 (Z, 是 局 部 凸 空间 , 则 

(ZX, o(, "= (FT, 7 ”, 

证 明 ， 因 为 z>o( 邓 , 且 *), 故 (X, o(X, 了 *))*C(X, 

7)*， 反 之 ,由 0( 有 ,了 *) 定 义 知 ， 
(ZX, DC(F, olX, F*))*. DO 

(二 ) 了 * 中 的 w* 拓扑 和 强 拓扑 . 

设 ( 了 XY, 如 是 局 部 凸 空间 , 则 (于 , ?)* 天 {0}，。 首先 , 我 们 在 
其 中 导入 两 种 拓扑 ， 
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(D w* 拓扑 (ac( 了 *， 闷 )) 

对 每 个 固定 的 wE 闷 ， 令 了 os) 一 w*(w),， Ye*€ 了 *， 则 汉 
是 对 * 上 的 线性 泛 函 , 称 Jx; 五 一 证 (Jx(z) = 人 多 是 站 到 忌 %% 
(其 中 互 ”% 是 及 * 上 全 体 线性 泛 函 的 空间 ) 的 典型 嵌入 映 和 象 . 

容易 看 到 , 12(w*) | 二 |w*(《w) | 定义 卫 * 上 的 一 个 半 范 . 

定义 2.3.2 若 ( 卫 , 7) 是 局 部 凸 空间 , 下 "上 由 半 范 族 
{1z(w*)|; ET 生成 的 卫 * 上 的 局 部 凸 拓扑 叫 互 * 上 的 w* 
拓扑 , 记 作 o( 且 *, 环 ). 

注 1， 事 实 上 , 这 个 局 部 是 拓扑 的 局 部 基 是 如 下 形式 集 

Lo 0, Wns 8) = {0*; [wv* (wm) [<8, $=1, ,nn}. 

注 2， 显 然 , 若 {2 站 C 肚 *， 则 

oS OW) >r*(v), YoE TE. 

注 3， 以 后 , 我们 也 将 Jx 于 三 全 记 作 卫 ,并 且 把 两 者 等 同 
看 待 ， 容 易 看 到 , 玉 王 ( 卫 *, 0o( 卫 *, 下)) ”5 下 面 我们 将 证 明 等 
号 成 立 ， 

(2) 马 * 中 前 强 拓扑 . 

记 ( 互 , 态 中 有 界 集 全 体 为 及 

设 BE ,定义 

p(w*) =sup{]e* C2)|; EB}, Yo*€E XR*. 
由 于 , BB 是 (XX, 台中 有 界 集 , 由 定理 2.3.4 知 , p(w*) 是 有 限 
值 ,并 且 容 易 验 证 , 它 是 第 * 上 的 半 范 . 

定义 2.3.3 设 ( 瑟 , 7) 是 局 部 屿 空间 , 乡 为 (全 , z) 中 全 体 
有 界 集 ， 由 {p?(w*); BE 这 族 兴 范 生成 的 卫 * 上 的 局 部 凸 
拓扑 称 为 了 * 上 的 强 拓扑 , 记 为 B8(Z*, 也 ). 

注 1， 窑 易 看 到 ，B(X*，, 尺 ) 就 是 在 (了 7) 的 有 界 集 上 一 
致 收 争 的 于 * 上 的 拓扑 .这 是 因为 对 (于 , z) 中 企 何 有 界 集 BB 
和 8 之 0, {wv*;p3(w*) <e 是 及 * 中 点 的 BCX*, 于 ) 邻 域 . 

注 2， 由 于 每 个 %€E 玉 ,显然 是 ( 卫 , 5) 中 有 界 集 , 故 
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o(X*, X)<B(X', £). 


注 3， 容 务 看 到 ， 对 赋 范 空间 (全 ,上 1, B8( 卫 *, 下 ) 就 是 

去” 中 范 数 拓 扑 : 
一 snpflz (Oo)12EU(Z)= (oilol<1T+. 

注 4. 以 后 不 作 特 别 声明 ,， 妃 * 总 取 强 拓扑 B( 子 *， 子 ), 耐 
(CR B(E“， 于)) 称 为 于 的 共 罗 ( 线 性 拓扑 ) 空 间 . 

定理 2.3.6(Alaoglu-Bourbaki) 设 ( 允 ,z) 是 局 部 凸 线 
性 拓扑 空间 , 2 是 (入 , 7) 上 一 个 连续 半 范 , 忆 上 关于 2 连续 的 
线性 泛 孙 全体 记 为 卫 p( 它 是 他 上 全 体 线 性 泛 函 组 成 的 空间 芳 " 
的 一 个 子 空间 , 且 了 p= {o* EX sup |w”(o) 1 天 十 co)), 则 马 ; 
技 范 数 |o*|,- sup |o*(o)1 威 为 Banach 空间 ,并 且 Z; 中 单位 


球 U(ZD) 一 {2 EXs le*|s<1l} 关于 了 革 * 中 Ww* 拓扑 是 紧 的 . 
证 明 ， (由 (Xp, 小 | 是 Banach 空间 . 
事实 上 ,显然 (全 s, 1 |) 是 赋 范 空间 ， 任 取 {2} CU(Xp)， 
若 { 吕 } 是 0o( 了 *, 王 ) 的 Cauohy 定向 列 , 则 对 每 个 GE 卫 ,人 (2) 
是 下 中 的 一 个 Qauchy 定向 列 , 故 避 (zw) 一 a( 存 在 ), 定义 
zz) ~lim%;(%). 


容易 看 到 wx E 中 又 由 于 由 EU( 有 RD)， 故 | 他 (op(z)， 
VeEX, 故 [s*(w) | 二 pCz)， 从 而 w*EU(p)， 因 此 U(X) 关 
于 o( 有 *, 下 ) 是 完备 的 , 从 而 是 ol(X*,， 子 ) 闭 的 。 又 县 5 中 由 
上 .js 导出 的 拓扑 强 于 由 oC 生 *, 于) 在 于 5s 中 导出 的 拓扑 ， 根 据 
定理 1.7.8 知 , U( 及 关于 | "js 是 完备 的 。 从 而 (了 5, 上 .| 上;) 是 
Banach 空间 . 口 

(2) 令 了: 号 一 I Ko, Tg*) = (9* (0); 3E FR), Vo*E€ 
也 ;p。 显然 ， TX, 是 IL KK。 的 子 空间 ， 且 了 TU (7 是 开 天。 
中 有 界 子 集 , 故 TU (并 p) 是 肤 挟 。 中 全 有 界 集 (Taxoaoa 定理 ).。 
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又 由 于 了 是 (Xp c( 和 ， 环 力 到 了 大。 的 线性 同 胚 , 故 避 (已 >) 


是 a( 工 *, 不 ) 的 全 有 界 集 。， 从 而 根据 定理 1.7.2 知 U(X 是 
o( 了 对 *, 也 ) 紧 的 . 口 
注 ， 当 (XX, 上.) 是 赋 范 空间 时 , 这 个 定理 告诉 我 们 ， 
U(X*)= {0 |v*|<1} 

是 W* 紧 的 .这 是 一 个 很 有 用 的 结论 。 并 生 及 * 中 任何 范 有 界 
集 是 w* 相对 紧 的 . 应 用 共 虽 定理 知 '，Banach 空间 革 的 共 罗 
空间 及 * 中 任何 Ww* 有 界 、w* 闭 的 子 集 是 Ww* 紧 的 .这 就 是 说 ， 
(及 *, og( 定 *, 下 )) 是 一 个 Motel 空间 . 

推论 2.3.7 若 ( 蕊 , z) 是 局 部 凸 空间 , 4 是 耻 * 中 子 集 ， 
并 且 关 于 这 4 是 一 个 等 度 连 续集 ( 即 对 每 个 s>0, 存在 并 中 
0 点 7 邻 域 六, 使 得 当 wEV, w*E 4A 时， 有 |2*(w) | 之 8), 则 有 4 
是 ol( 卫 *, 肝 ) 相 对 紧 的 . 

证 明 :， 由 等 度 连 续集 定义 知 , 存在 一 个 连续 半 范 2 使 得 当 
26E 太 时， 有 |ox*(o)| 生 MYVo*E4， 对 某 个 正 数 开 ， 故 AC 
MU(X5p)， 从 而 4 是 o( 了 *, 及 ) 相 对 紧 的 口 . 

定理 2.3.8 设 世 是 局 部 凸 线性 空间 , 则 

〈 交 ”，a( 琶 了)) 一 避 。 

证 明 ， 显 然 , 耳 忆 (于 *, a( 导 *, 玉 ))*。 另 -一 方面 ,车 yE 
(*, o(*， 茸 ))*， 则 对 任何 s>0,， 存 在 UT(ci …，2i 3) 使 
Us, 7, Wn OEY ~ 8, Ee)={0"; [|v*(y) |<e}. 

从 而 对 0 人-…NziCyt!， 其 中 w= 二 {fw*， eo*(w) 一 0}。 故 y= 


六 mno 对 某 组 数 (cu …, oo) 。 因 此 yE 下. 口 


34 端点 (extreme point) 


定义 2.4.1 设 4 是 实 线性 空间 总 的 凸 集 ， 召 是 4 的 子 
集 . 车 ww YE 4, 2= 纪 十 (一 力 9， 对 某 个 0<x< 荆 有 zE 加 , 则 
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必 有 2 9E 已 那么 称 吾 为 4 的 端子 集 ， 当 已 为 单 点 集 {z} 
时 , 则 称 2 为 4 的 端点 .4 的 全 体 端 点 组 成 的 集 记 作 ext 4. 

性 质 1.4.1 (DD) 若 4 是 线性 空间 六 的 凸 子 集 , 又 ZC 
BCA4, B 是 4 的 端 凸 子 集 且 召 是 B 的 端子 集 ， 则 召 是 4 的 
端子 集 . 

(2)〉 车 4 是 线性 空间 卫 的 凸 子 集 , 又 瓦 是 4 的 端 西 子 
集 , 则 exi B= (ext.4) 门 瑟 . 

(3) 若 4 是 局 部 凸 空间 邓 的 紧 凸 集 ， 则 对 任 w*€EX”, 
{w; 2 EA, w* (%w) —sup 2" (y)} 是 4 的 一 个 闭 凸 端子 集 .。 

这 些 性 质 的 证 明 直 接 从 定义 验证 即 可 . 

端点 是 一 个 与 代数 运算 有 关 的 概念 ,但 下 面 著名 的 定理 ,使 
我 们 可 以 用 端点 来 表示 一 个 紧 凸 集 . 

定理 2.4.2(Krein-Milman) 令 玉 是 局 部 凸 空间 马 的 
紧 凸 集 , 则 玉 是 它 的 端点 的 闭 凸 包 , 即 下 =c0 (ext K). 

证 明 ;， (一)ext 信 关 Y. 

事实 上 , 令 久 ={8; 是 4 的 闭 凸 端子 集 }， 显 然 多 天 从 
在 多 中 定义 半 序 ; 有 三 Po 合 本 汪 Ho。 由 Zorn 引 理 , 存在 多 
的 一 个 极 大 元 fo。 Fo 必 是 单 点 集 , 否则 存在 21, wa € Po, 人 大 
tg， 故 有 人 EF*, 使 全 (0;) < 之 2*(v9)。， 令 了 一 {wv; vwE Po, 
2* (2) 一 sap2Z (9)}, 则 丙 是 Eo 的 真 闭 凸 端子 集 ， 故 是 到 的 
一 个 闭 凸 端子 集 , 这 与 Po 的 定义 矛盾 . 口 

(二 ) 令 1==60(ext KK), 车 Ki 尖 尺 ， 则 存在 2EK， 和 
人 人 总 ”， 使 snpw*(W) < (2) (由 分 离 定 理 ). 

令 卫 {ywv*(y) 一 supzw*(z)}， 则 卫 是 了 的 一 个 闭 上 惠 端 
子 集 , 并 且 FN Ki$、， 另 一 方面 , 由 (一 ), 6xt 居多 且 由 性 
质 2.4.1 知 ext FCextKCKi, 又 有 了 NK 天 这 个 矛盾 表 
明 = Ki= co(ext K). 0 

，41 ， 


我 们 将 在 第 开 部 分 的 第 三 章 讨论 各 种 具体 的 Banach 空间 


8$5 辕 空 间 和 桶 形 空间 


(一 ) 轩 空间 (Bornologioal space). 

车 (于 , 7) 是 局 部 凸 空间 , 缘 表 示 ( 革 , 7) 中 全 体 有 界 集 . 由 
定理 2.3.4 知 , (及 , 中 有 园 集 与 ( 陡 , o( 了 ,对 *)) 中 的 有 界 
集 是 一 致 和 的， 一 般 地 说 5 与 o( 卫 , 了 *) 是 不 同 的 .于 是 产生 下 
面 问题 . 

人 也 车 吉 是 他 上 使 得 zy 有 界 集 与 7 有 界 集 是 一 致 的 最 
强 局 部 凸 拓扑 ,那么 到 应 当 如 何 构造 ? 

由 定理 1.5.2 知道 , 车 ws*E( 子 , )*, 则 ww* 上 映 有 界 集 为 有 
界 集 , 但 反之 不 然 , 于 是 就 问 ， 

(2) 车 (对 ， 7) 使 于 上 映 有 界 集 为 有 界 集 的 线性 泛 函 必 是 
连续 的 ,那么 z 应 当 具 有 什么 特性 ? 

由 有 界 集 的 定义 知 , 0 点 的 垃 邻 域 必 有 吸收 一 切 * 有 界 集 , 反 
之 ， 吸 收 一 切 Y 有 界 集 的 集 未 必 是 0 点 的 Y 邻 域 ， 现 在 我 们 考 
虑 ， 

(3) 车 (下, 7) 使 得 吸收 一 切 有 界 集 的 集合 必 是 0 点 邻 域 ， 
那 末 7 应 当 上 有 具备 什 么 条 件 ? 

我 们 将 看 到 下 面 引 入 的 园 空 间 就 是 满足 上 述 条 件 的 一 种 局 
部 凸 空间 . 

定义 2.5.1 车 (及 , 是 局 部 凸 空间 ,如 果 于 上 不 能 引入 
更 强 的 局 部 凸 拓扑 ， 使 其 有 界 集 与 有 界 集 一 致 ， 则 ( 屋 ， 了 称 
为 图 空间 , 

注 ， 定 义 就 是 说 ， 若 7'>>T， 且 7 有 界 集 与 9 有 界 集 一 致 ， 
则 下 一 7. 


定理 2.5.1 若 (X, 7) 是 局 部 凸 空间 , 则 下 列 等 价 ， 
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(1) 对 是 圈 空 间 . 

(2) 吸收 任意 有 界 集 的 同 集 都 是 0 点 z 邻 域 . 

(3) 任何 在 z 有 界 集 上 取 值 有 界 的 半 范 是 连续 的 . 

证 明 ， 信 着 于 是 辕 空 间 , 且 玉 是 吸收 任意 7 有 界 集 的 凸 
集 ， 若 耻 不 是 0 点 73, 邻 域 ， 则 在 0 点 7 邻 域 子 基 中 补 上 VN 
(一 让) 得 到 集 Go 以 静 为 0 点 邻 域 子 基 得 到 新 的 局 部 凸 拓扑 
z， 显然 严格 强 于 7, 且 7 与 z 有 同样 的 有 界 集 ， 这 与 固 空 
问 定 义 矛 盾 . 故 (D) 沪 2). 口 

加 若 驴 不 是 辕 空 间 ， 则 在 互 中 可 引入 局 部 凸 拓扑 r， 使 
z 严格 强 于 7, 且 Y 与 z 有 同样 的 有 界 集 . 从 而 必 存 在 0 上 成 vw 
邻 域 , 它 不 是 0 点 7 邻 域 . 故 (2) 沪 (了 D). 口 

@ 若 蕊 中 吸收 任意 Y 有 界 集 的 凸 集 是 0 点 7 邻 域 ， 又 4 
是 z 有 界 的 .2 是 马 的 半 范 ， 且 当 2E4 时 有 2(o 生 2 则 


只 于)<D YeEe4.， 从 而 4C (MTID)F。 故 Jo 吸 收 任意 


有 界 集 ,因此 0EintF， 故 p 是 连续 的 所 以 (2) 过 (3). 口 

外 若 并 不 是 围 空间 , 则 存在 局 部 凸 拓 扑 vz, 使 与 了 
有 同样 的 有 界 集 , 且 存 在 一 个 凸 的 均衡 吸收 集 矿 , 它 是 立 的 0 点 
邻 域 而 不 是 的 0 点 邻 域 , 故 pr 是 在 每 个 = 有 界 集 上 取 值 有 界 
的 尘 范 ,但 py 不 是 7 连续 的 ， 故 (3) 沪 (中 ). 口 

注 ， 任 给 局 部 凸 空间 (及, z), 我 们 在 久 上 可 以 引入 一 个 
局 部 凸 拓扑 , 称 为 me， 它 是 以 吸收 任何 5 有 界 集 的 一 切 吓 集 为 0 
点 局 部 基 ， 容 易 和 看 到 ,《 卫 ,zw) 是 图 空间 ,vo 有 界 集 与 5 有 界 集 
是 一 致 的 , 且 加 >T。 

定理 2.5.2 任何 赋 可 列举 范 的 局 部 凸 空间 是 圈 空 间 。 特 
别 地 , 赋 范 空间 是 圈 空 间 . 

证 明 ， 不 妨 设 

p12) <po 2) <, (*) 
若 存 在 一 个 吸收 任何 有 界 集 的 凸 集 六 , 它 不 是 9 点 邻 域 , 令 
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9r 是 相应 的 Minkowski 泛 函 (不 妨 设 了 是 均衡 的 ). 
对 节 中 任何 有 和 界 集 加, 由 于 六 吸收 召 , 故 有 
sup pr (2)<+o0 (xs) 


但 由 于 乒 不 是 0 点 邻 域 ， 故 对 任何 正 整 数 凤 及 X>0, 有 
%Bz, VV， 从 而 存在 wx ENBsAV， 所以， pn(zni3) 和 % 但 
Pr (wn, x) 之 1， 令 v= Ne Wy, Ey BE’= {wn}, 当 ?1 之 ?了 时 ， 由 (0)， 


Pn (gm Spn (tn) — Npn (om #0 < 过 一 了 


故 BB 是 了 中 有 界 集 ,但 pr (2,) 一 npr (zr, 之 故 


sup pr (2) 一 十 coy 
wEEI 


这 与 (**) 矛 盾 . 口 

定理 .5.3 设 (, z) 是 局 部 凸 空间 , 则 于 是 曾 空 间 当 且 
仅 当 从 于 到 任意 局 部 凸 空间 了 的 线性 有 界 算 子 是 连续 的 . 

证 明 ， 设 及 是 轿 空 间 , 了 是 局 部 凸 空间 , 7, 了 -> 了 是 线 
性 有 界 算 子 ( 有 界 指 将 有 界 集 映 成 有 界 集 )， 设 玉 是 了 的 0 后 
凹 邻 域 , 则 六 = 了 TJD 了 ( 印 ) 是 于 中 凸 集 , 且 吸 收 全 中 任意 有 界 集 
(事实 上 , 设 召 是 卫 中 有 界 集 , 则 (G= 人 T(E) 是 了 中 有 界 集 , 故 
存在 >0, 使 GcChW, 故 BCT-A(T(8))CMT-1(W)= 和 ). 
由 于 是 辕 空 间 , 故 六 是 0 点 邻 域 ,从 而 了 是 连续 的 . 

又 令 了 = (了 ,tw), J (于 , 7 一 (了 并， 73) 是 恒 等 算 子 .由 
定理 2.5.1 的 注 知道 工 是 有 界线 性 算 子 ,( 子 , 7 是 局 部 凸 空 
间 , 由 假设 条 件 知 工 是 连续 的 、 从 而 ww<z, 但 另 一 方面 ， 显 然 
7z<z， 故 7 一 m， 从 而 (了 ,要 是 畴 空 间 ， 口 

推论 2.5.4 若 开 是 固 空 间 , 则 和 上 的 每 个 有 界线 性 泛 
函 必 是 连续 的 . 

推论 2.5.5 若 于 是 Banach 空间 , 了 是 局 部 西 空间 ， 则 
任何 有 界线 性 算 子 了: 卫 -> 了 必 是 连续 的 . 

(二 ) 桶 形 空间 (Barreled space)， 
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由 定义 2.1.1 的 注 工 知 , 局 部 凸 空间 ( 飞 , z) 有 一 组 由 桶 所 
组 成 的 局 部 基 ， 现 在 问 , 反 过 来 是 否 每 个 桶 必 是 0 点 的 邻 域 ?一 
般 来 说， 这 并 不 成 立 ， 对 于 满足 这 种 条 件 的 局 部 凸 空间 我 们 称 
之 为 桶 形 空间 . 

定义 2.5.2 若 局 部 凸 空间 ( 民 , z) 中 每 个 桶 ( 闭 凸 均衡 吸 
收集 ) 是 0 点 邻 域 , 则 称 ( 开 ， 人 为 桶 形 空间 . 

定理 2.5.6 局 部 凸 空间 允 是 桶 形 空间 当 且 仅 当 了 上 的 
每 个 下 半 连 续 的 半 范 是 连续 的 . 

证 明 : 车 耻 是 桶 形 空间 , 2 是 也 的 下 半 连 续 的 半 范 ， 则 
8B, 是 闭 凸 均衡 吸收 集 , 故 By 是 0 点 邻 域 , 即 0€int .Bp, 从 而 zp 
是 连续 的 . 

反之 , 任 取 闭 凸 均衡 吸收 集 斑 , 则 pv 是 下 半 连 续 的 半 范 ,由 
条 件 知 pr 是 连续 的 , 从 而 六 是 0 点 邻 域 , 故 子 是 桶 形 空间 . 口 

定理 2.5.7 Fréchet 空间 是 桶 形 空间 ， 

注 ， 这 里 ， 完 备 的 局 部 凸 的 准 赋 范 空间 叫 Erkohet 空 间 
(Bourbaki 学 派 的 定义 )。 有 的 书 称 完备 的 准 赋 范 空间 为 
Treohet 空 间 , 那么 定理 须 改 为 局 部 凸 的 Fr6ohet 空间 是 桶 形 空 
间 、 特 别 地 ，Banach 空间 是 Fréchet 空间 . 


证 明 ， 设 玉 是 和 中 闭 凸 均衡 吸收 集 ， 故 于 ~ nV， 由 


于 卫 是 完备 的 ， 由 Baire 岗 定理 知 , intV 关 86， 由 于 六 是 均衡 
的 , 故 0E€iniV,， 从 而 六 是 0 点 邻 域 .因此 革 是 桶 形 空间 . 口 

定理 2.5.8 苦于 是 桶 形 空间 , 则 对 任何 从 于 到 局 部 凸 
空间 了 的 连续 线性 算 子 族 {Ta; gE 了 了, 由 {To; a€ 了 的 逐 点 
有 和 界 ， 即 对 任何 EE 了, {Taz; wxET1 是 了 中 的 有 界 集 ， 推 知 
{Zu wxwET 是 等 度 连续 的 , 即 对 了 中 0 点 任何 邻 域 开 , 存在 
中 0 点 邻 域 耿 , 使 TaAV)CWW, Va€E7, 或 者 说 ， (Ta OF) 是 


芯 中 0 点 邻 域 . 
证 明 ， 任 取 工 的 0 点 闭 正 均衡 入 威 几 ， 令 


VN Ta (W), 


则 0E8V, 故 广 关 8,， 并 且 六 是 闭 凸 均衡 集 ,并 且 广 还 是 吸收 集 
(事实 了 上， 由 于 对 任何 zwE 瑟 , {7sw; aE€T} 是 了 中 有 界 集 ， 故 
存在 %>>0, 使 TO.2) =XTuzE 丽 ， YaET 从 而 wv ETz1W)， 
Vo, 亦 即 NwEV), 由 于 怀 是 桶 形 空间 ， 故 0€intV, 所 以 
{了 。; a€ 了} 是 等 度 连续 的 ， 口 

定理 2.5.9(Banaoh-Steinhaus) 设 { 人 7,) 世 :是 从 桶 形 空 
间 蕊 到 局 部 凸 空间 三 的 连续 线性 算 子 序列 , 使 得 对 每 个 xE 蕊 ， 
Ts 一 lim 7,w, 则 也 也 是 从 五 到 了 的 连续 线性 算 子 . 

证 明 ， 显然 , 了 是 线性 的 .另外 ,由 于 lim Tw 一 了 zw， 故 
{TJ>4 是 逐 点 有 界 的 。 根据 定理 2.5.8,，{T,)>: 是 等 度 连 续 
的 任 取 了 中 0 点 闭 邻 域 更, 则 存在 并 中 0 点 邻 域 六 使 


TAVCW, Vn， 从 而 ZT,w EV, Yn, 当 wEV 时 ,从 而 
Tw = lim TwEW, 
当 wEV 时 , 即 六 VCTTAW), 故 了 是 连续 的 口 

辕 空 间 和 桶 形 空间 是 两 个 互 不 包含 的 概念 。 下 面 仅 举 一 例 
说 明 , 半空 间 不 是 桶 形 空间 . 

例 ，( 召 ;| -12) 一 (ED) 是 实 (或 复 ) 数 , 且 仅 有 有 限 项 
不 为 中 GD 人 = (了 | 各， 则 (B15) 是 赋 范 空间 , 从 而 
是 固 空 间 . 但 它 不 是 桶 形 空间 ， 事 实 上 , 令 所 : .一 有 R*( 或 复数 
体 加， 扣 (( 引 ) 一 126, {所}i1 是 逐 点 有 界 的 ， 但 | =m, 故 
{njz-1 不 是 等 度 连续 的 。 口 
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第 三 章 对 偶 空 间 


在 研究 局 部 凸 空间 时 , 我 们 发 现 他 与 下” 有 许多 对 称 的 性 
质 。 下 面 将 一 般 地 讨论 对 偶 空 间 ， 把 马 与 旺 ” 处 于 同等 的 地 
位 . 


$1 线性 空间 的 对 偶 与 相 容 拓扑 


定义 83.1.1 设 于 ,了 是 数 域 及 上 的 两 个 线性 空间 , 若 存 
在 一 个 从 孚 x 了 到 下 的 双 线 性 泛 函 <", >: 工 X 了 一 > 到 ， 即 满 
足 如 下 条 件 的 泛 函 . 
(1) em t aaa, 内 一 ai<o Y> +as< sa, , 
Vor1, aE TF, YEY, m1, aa EK, 
(2) Cw, biyi1t+ baya? = bi1<%, Yi1> + ba < Ya>, 
YEX, Y, YEY, b1, 02 EK. 
则 称 号 了 及 《<.,，》 构 成 一 个 对 偶 ， 记 作 《X,Y 了 >. 
若 《:,，*》 还 满足 下 列 分 离 公理 : 
(1) 若 对 每 个 yE 了 , 有 《%, 一 0, 则 2=0， 
(2) 若 对 每 个 EX, 有 《w, =0, 则 y=0， 
则 称 《 交 , 了 >》 是 分 离 的 。 此 时 称 《< 了 对, 了 > 为 对 偶 线 性 空间 ， 简 
称 对 偶 空 间 . 
象 以 前 一 样 , 记 也 上 全 体 线 性 泛 函 的 集 为 子 
定义 3.1.2 子 ' 的 子 集 了 称 为 在 对 上 是 全 的 , 如果 z 友 0, 
加 必 存 在 yEY, 使 <o， 销 关 0， 
定义 3.1.3 设 《 开 ,了 > 为 对 偶 空间 ， 定 义 Jy; 了 了 一文， 
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Jr(0 (o) = 一 人 办, 则 称 vr 为 了 到达" 的 典型 嵌入 映像 ,同样 
定义 Jx 三 一 丰 ，vVx(o) (9y) 一 Lz, 办 称 Jx 为 旦 到 二 的 典 
型 嵌入 有 映像. 

注 ， 才 把 六 中 的 元 与 Jy(y) 视 为 同一 的 ， 则 对 偶 空 间 
《和 ,了 > 实际 上 可 看 作 由 不 与 妃 ' 的 子 空间 三 构成 的 ， 

定义 8.1.4 若 卫 是 (Hausdor 仙 局 部 凸 空间 , 则 <, 耻 *》 
称 为 自然 对 偶 . . 

在 一 般 对 偶 空 间 (甚至 对 偶 ) 中 ， 我 们 可 以 用 自然 方式 引入 
w 拓扑 . 

定义 3.1.5 若 《 交 ,了 > 是 对 偶 空间 ,在 卫 上 引入 使 了 中 
的 每 个 元 是 连续 的 最 弱 拓 扑 叫 互 上 的 w 拓扑 , 记 作 o( 玉 ,了 ). 
同样 , 在 了 上 引入 使 对 中 的 每 个 元 是 连续 的 最 弱 拓 扑 叫 二 上 
的 Ww 拓扑 ， 记 作 o(l( 了 , 下 )， 称 《(X, ol(X, 了 )), (Y, ol(Y, 
互 ))> 为 对 偶 拓 扑 空 间 . 

注 ， 事实 上 ,，a( 工 , 了 ) 是 由 半 范 族 {K%w, 引 |; YE 了} 生成 
玉 上 的 局 部 上 加 拓 扑 。 相 应 地 ,oC 了, 下 ) 是 由 半 范 族 {|《w, y21; 
ZE 生成 的 三 上 的 局 部 凹 拓扑 ， 

当 了 一 了 * 时 , 即 在 自然 对 偶 中 , o( 邓 ,县 *) 就 是 前 面 定义 
在 卫 上 的 Ww 拓扑 ,而 o( 卫 *, 于) 就 是 于 * 上 定义 的 w”* 拓扑。 

定理 3.1.1 设 《 卫 ,了 >》 是 对 偶 空 间 , 则 

《< 了, o( 了 ,了 )>*= 了 , 《XY, o(Y, 于 )》*= 天 . 

证 明 ， 与 定理 2.3.8 相仿 . 

由 这 个 定理 知 ， 若 (下 , z) 是 局 部 凸 空间 ， 则 有 ( 蔗 , ?)* 一 
(及, o( 导 ,及 *))*， 从 而 不 同 拓扑 可 以 上 共有 相同 的 连续 线性 泛 
画 。 下 面 ,我 们 将 把 具有 这 种 性 质 的 拓扑 叫 相 容 拓扑 

定义 3,1.6 设 《 卫 ,了 > 是 对 偶 空间 , r 是 中 上 的 局 部 凸 
拓扑 ， 若 (下, 2)*= 了 , 则 称 z 为 卫 上 关于 《4X, 了》 的 相 容 扼 
扑 . 

注 ， 由 这 个 定义 及 定理 3.1.1 知 , o( 卫 , 了 ) 是 最 罚 的 相 容 
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拓扑 。 
定义 3.1.7 设 《 有 ,了 > 是 对 偶 空间 , 称 子 上 关于 《<X, 了 》 
的 最 强 的 相 容 拓扑 为 Mackey 拓扑 。 记 为 m (全, 了). 


$2 关于 相 容 拓扑 的 对 偶 不 变性 


定义 3.2.1 设 《 全 ,了 > 是 对 偶 空 间 ,P 卫 是 卫 上 的 某 个 命 
题 。 若 卫 对 于 上 某 个 相 容 拓扑 vi 成立, 那么 卫 对 卫 上 一 切 
相 容 拓扑 均 成 立 , 则 称 卫 为 关于 卫 上 相 容 拓扑 对 偶 不 变 的 性 
质 ， 简 称 对 侦 不 变 的 . 

下 面 我 们 讨论 哪些 性 质 是 对 侦 不 变 的 . 

定理 3.2.1 设 《< 了 ,了 > 是 对 偶 空 间 , 子 中 集合 的 有 界 性 
是 对 侦 不 变 的 . 

证 明 : 设 z 是 对 上 任意 相 容 拓扑 ， 则 ( 邓 , 7?)* 一 了 了， 由 定 
埋 2.3.4 知 , z 有 界 性 与 o( 驻 , 全 *)( 即 o( 对 ,了 )) 有 界 性 是 
一 致 的 . 口 

注 ， 定理 的 逆 命 题 未 必 成 立 , 即 若 Y 有 界 集 与 o( 人 ,了 ) 有 
界 集 是 一 致 的 , 5 未 必 是 相 容 拓扑 ， 

定理 3.2.2 设 《< 了 ,了 > 是 对 偶 空 间 ,那么 习 的 所 有 相 容 
拓扑 具有 相同 的 闭 凸 集 , 相同 的 闭 线 性 子 空间 ,相同 的 均衡 凸 吸 
收 闭 集 . 

证 明 , 设 z 是 号 上 任意 相 容 拓扑 ， 则 (下, ”~ 了。 由 
Mazur 定理 (定理 2.3.1), 凸 集 和 4 是 7 闭 的 当 且 仅 当 和 4 是 
0o( 信 ,了 ) 闭 的 . 口 

对 偶 地 , 也 可 考虑 了 上 关于 《和 , 了 > 的 相 容 拓扑 及 了 的 
对 偶 不 变性 . 

由 此 ， 今 后 一 般 地 在 研究 相 容 拓扑 时 ， 若 不 加 声明 , 民 中 
有 界 集 就 是 指 o(X, 了 ) 有 界 集 ， 同 样 ,了 中 的 有 界 集 就 是 指 
ccGr， 碟 ) 有 界 集 . 


se 49 。 


§3 极 (polar) 


设 邓 是 Banach 空间 , 于 上 的 w 拓扑 是 以 集 
{2€E (1 <), MER*, d=—1, .mn} 
数 乘 为 局 部 基 的 ， 且 集合 {2*; |w*(z)|<1, EU) 一 二 
jz| <1) 是 共 轿 空间 页 * 的 单位 妹 . 这 种 想法 可 以 推广 到 局 
部 凸 空间 、 为 此 , 我 们 首先 引入 极 的 概念 . 
定义 3.3.1 设 《 卫 , 了 > 是 对 偶 空 间 ， 若 4CS, 则 4 的 
极 定义 为 
={y€EY,; |Lw, 办 | 和 1 Vo€ 4}, 
类 似 地 ,对 BCY, 可 定义 "B= {EX; | ko 办 | 和 1 vy€B}, 
注 工 pr 有 时 往往 定义 
={yEY,; Cw, WE1, VE A}. 
注 2. 二 用 放 玫 可 ( 脏 , 上.)*= 节 *, 风 
U(X)=U(X"), VX) =U(Z), 
注 8， 当 及 1 是 及 的 线性 子 空间 时 ,容易 看 到 
={y€EY, lo, =0, YEFXL), 
定理 3.3.1 极 具 有 如 下 基本 性 质 ; 
(人 阁 4cCB, 则 .40 二 DB0 
@) (4)° = 4, tt0. 
(8) (J4)°={ 1 4. 
(4) 4 是 ac( 了 , 蕊 ) 闭 的 均衡 凸 集 ， 
(5) 0(40) 一 acocG (4)， (%B)° -ao0cCGT,Z( 万 )， 
其 中 , aoo(4 和 表示 44 的 均衡 凸 包 ， aoo" (4) 表示 4 的 
c(SE ,了 工 ) 闭 的 均衡 凸 包 . 
(6) 〈" 0407 一 人 4 
证 明 :(D、 (2)、(3) 、(4), 从 定义 出 发 ,可 以 直接 证 明 . 
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(6) 显然 , 4C"(A), 是 以 A 是 ol 于 ,了 ) 团 的 均衡 西 
集 ， 故 ac0"3' (4)cCo(40), 著 存在 woE°(4)\aco”'Y, 耻 (4)， 
出 分 离 定 理 以 及 (了 , o( 匀 ,了 ))*= 了 知 ,存在 yEY, 使 

[wo, 1>1>sup{lls, 办 | 2€ 4}. 
故 ygE4o9 这 又 与 zoEo(49) 了 矛盾 ， 故 "(409) 一 ac0zG 0(4)。 对 
?Bo) 一 ac0"G22(B)， 可 类似 证 明 . 口 

(6) 由 于 AC%49), 由 (1), 4 C00(49))', 反之 , 车 WE 
4 则 |<z, 久 | 和 1 veE4， 又 由 于 "(49 一 a60"X'Y(A)， 故 
[| 人, 几 | 和 二 Yn E49)， 故 yEC(49))"， 从 而 

.40 一 (0(40))9. 口 

下 面 ,我 们 用 极 来 描述 (在 三 的 有 界 集 上 一 致 收敛 的 及 
上 的 拓扑 ), 从 而 找 出 m( 卫 ， 节 *) 的 拓扑 构造 。 

定理 3.3.2 设 《< 对, 了》 是 对 偶 空 间 , 则 

(1) 对 的 子 集 4 是 ol( 了 ,了 ) 有 界 的 充 要 条 件 为 4 是 吸 
收 的 ， 

(2) 若 4 是 于 的 子 集 则 A? 是 ol, 耶 ) 有 界 的 充 要 条 
件 为 《49) 是 吸收 的 . 

证 明 ，(D 车 4 是 ol( 卫 ,了 ) 有 界 的 ， 则 对 任 yEY, 存在 
NW,>>0, 使 得 当 w€4 时 ,有 |<w, WD|<M, 故 - 了 下 -54 由 4 
是 均衡 的 知 , 49 是 吸收 的 .反之 , 若 4° 是 吸收 的 , 则 对 任何 YE 了 
>0, 使 yEN49 故 当 z€4 时 , [<%, | = <v, 去 > | 


和 因而 4 是 ol 了 , 革 ) 有 界 的 ， 口 
注 ， 对 工 的 子 集 也 有 对 偶 的 命题 ， 
(2) 因为 44CY, 对称 地 , 可 以 证 明 
4 是 c( 了 , 并 ) 有 界 的 合 "49) 是 吸收 的 . 口 . 
定理 3.3.3 若 子 是 桶 形 空间 , 则 瑟 * 中 子 集 B 是 等 度 连 
续 的 当 且 仅 当 是 o(3*, 于) 有 界 的 , 
。 5T 。 


证 明 ， 考 虑 自然 对 侦 《 王 ， 吓 *>， 显然 , 耻 * 中 子 集 B 是 
竺 度 连续 的 当 且 仅 当 ?% 召 是 互 中 0 点 rz 邻 域 ， 从 而 吧 是 吸收 
的 ， 由 定理 3.3.2(1) 知 , B 是 o( 且 *, 了 ) 有 界 的 . 

反之, 是 a ( 卫 *, 卫 ) 有 界 的 ， 再 应 用 定理 3.8.2 知 ,“B 
是 吸收 的 ， 故 ”BB 是 他 中 ol 对, 芒 *) 闭 的 凸 均衡 吸收 集 , 由 于 
六 是 桶 形 空间 , 从 而 “8B 是 0 点 7 邻 域 . 口 

注 ， 容 易 看 到 , 一般 局 部 凸 空间 中 , 若 BB 是 节 * 的 子 集 , 则 

B 是 等 度 连 续 的 芒 B 是 B( 瑟 *， 王 ) 有 界 的 写 


园 空 间 一 


>B 是 oCX*， 了 ) 有 办 的 ， 


桶 形 空间 | 


8$4 可 允许 拓扑 


首先 , 我 们 注意 到 , 在 《 工 ， 了》 中, 总 的 cc( 了 ， 厂 ) 拓 扑 实 
际 上 是 在 了 的 有 限 集 上 一 致 收敛 的 茸 的 拓扑 。 这 个 拓扑 是 由 
半 范 族 {1《w, y》|;y EY} 生成 的 . 

由 于 侈 在 有 限 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 是 很 弱 的 ， 有 时 需要 考 
虑 在 某 个 集 类 上 一 致 收敛 的 拓扑 , 通常 考虑 了 中 c( 了 了, 下) 有 界 
的 各 种 集 类 上 一 致 收敛 的 拓扑 ， 例 如 ,全 体 ol 了 , 邓 ) 有 界 集 组 
成 的 炎 , 全 体 ol 了 , 卫 ) 紧 集 组 成 的 类 ,等 等 。 作 为 基本 要 求 ,我 
们 将 至 少 考虑 具有 如 下 人 性质 的 集 类 .op: span U {4; 4E€ .9} = 工 . 
因为 否则 所 产生 的 拓扑 将 比 w 拓扑 还 弱 , 这 是 不 行 的 . 

定义 3.4.1 设 《 交 ,了 > 是 对 偶 空 间 ， 若 邓 是 工 中 
cGF， 室 ) 有 界 集 的 某 个 类 , 使 span U {4; 4E. 一 了 ， 则 称 5 
为 可 允许 集 族 ， 记 全 = 为 在 4E.o 上 一 致 收敛 的 拓扑 ， 即 由 半 
范 族 {24(o) 一 sup{1Kz, 9》1; YE 4}; 4E.} 决定 的 于 上 的 局 
部 囊 拓 盾 。 著 于 上 的 一 个 拓扑 7 等 于 某 个 Tw 则 称 * 为 下 中 
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关于 《 琉 ， 了 > 的 可 人 允许 拓 扯 ,而 x 称 为 相应 的 可 允许 集 族 . 

注 ， 由 于 4E. 是 有 界 的 ， 改 24( 轨 是 有 限 值 对 每 个 
4CE 失 .并 且 容 易 验 证 ， 它 是 一 个 半 范 。 实际 上 ,2 的 局 部 子 
基 为 这 (4, 8) 一 {vw; |《w, y》|<e}, 4E.A}( 或 者 {8""4; AE 
Yh). 

有 了 可 允许 拓扑 之 后 ,我 们 着 手 描述 m( 陡 , 卫 *) 或 m( 天 ， 
了 ) .下 面 我 们 将 看 到 ， 实际 上 mm( 半 , 了 ) 就 是 在 了 的 均衡 是 
o( 了 , 了) 紧 子 集 上 一 致 收敛 的 互 上 的 拓扑 . ) 

为 此 , 首先 对 一 般 局 部 凸 拓扑 予以 描述 . 

定理 3.4.1 设 ( 开 , 7?) 是 局 部 凸 空间 ， 则 7z 必 是 自然 对 侦 
《 芋 , 斑 *》 的 可 允许 拓扑 . 实际 上 ,可 以 取 . 以 为 子 * 中 关于 7 等 
上 度 连续 集 的 全 体 ,而 * 一 人 

证 明 ， 设 六 是 任何 0 点 z 闭 均衡 凸 ? 邻 域 , 则 六 是 ol 六 ， 
子 *) 闭 的 。 故 六 =*(7V), 又 下 EY, 且 .Bo 一 (7 一 大 故 
了 是 了 的 一 个 邻 域 , 从 而 rY<Zw 

反之 , O 是 下” 中 任何 等 度 连续 集 , 则 存在 也 中 0 点 z 闭 
屿 均衡 的 z 邻 域 六 , 使 OCV?, 故 ?"0 必 "VV?)= 了 VV, 从 而 Bp 
OF, 所 以 Ty<7. 口 

推论 8.4.2 若 《 了 ,了 > 是 对 偶 空间 , 则 卫 上 的 每 个 相 容 
拓扑 是 可 容许 拓扑 。 

证 明 ， 车 5 为 相 容 拓扑 , 则 ( 子 , ?)* 一 了 , 故 由 定理 知 Y 是 
<, 了 上 > 的 可 允许 拓扑 ， 口 

但 反之 不 然 , 即 存在 可 允许 拓扑 并 不 是 相 容 拓扑 . 

车 《< 卫 ,了 >》 是 对 偶 空间 ,我 们 看 到 ol 他 , 了 ) 是 最 弱 的 可 多 
许 拓扑 ,而 B8( 了 ,了 ) 是 最 强 的 可 允许 拓扑 . 

在 第 一 章 8 7 中 知 , 拓扑 的 强 弱 与 完备 性 没有 必然 联系 ,但 
对 可 允许 拓扑 却 有 下 面 定理 . 

定理 3.4.3 设 < 革 , 了 > 是 对 偶 空 间 ，r.ra 是 瑞 个 可 允许 
拓扑 , 且 54 之 zo, 若 六 的 子 集 妇 关于 zi 完备 (或 序列 完备 或 有 
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界 完备 )， 则 4 关于 ma 也 是 完备 (相应 地 ， 序 列 完备 或 有 界 完 
备 ). 

证 明 ， 若 由 {p44; 4E€.%941} 生成 , 其 中 .x9i 为 了 中 茶 个 
ol 了， 节 ) 有 界 集 类 .za 由 {9?; DEY2} 生成 ,其 中 2a 为 了 
中 茶 个 ol 了 , 对 ) 有 界 集 类 . 

PA(4E.%) 是 如 连续 的 由 于 zo>wy, 故 p4(4E.oz) 是 ma 
连续 的 。 考 虐 半 范 p?(DE .Ys)， 由 于 对 每 个 yEY, kw, y>》 是 
0( 卫 ,了 ) 连 续 的 ,又 因为 zi 是 可 允许 拓扑 , 故 m1>>o( 耻 ,了 ), 从 
而 , 我 们 有 《2, 四 是 zw 连续 的 ,根据 定义 p? (wz) 一 sup{|《w, 9》|; 
yED}, 容易 看 到 , p?(z) 是 wy 上 半 和 连续 的 ， 由 定理 2.1.8 知 ， 
所 证 结论 成 立 ， 口 

推论 3.4.4 若 ( 耶 , ?) 是 局 部 凸 空间 , 则 对 中 ol(X, 于 *) 
紧 子 集 4 是 4 完备 的 

证 明 : 车 和 4 是 卫 中 o( 邓 ,于 *) 紧 子 集 , 故 4 是 o( 卫 ,及 *) 
完备 的 ， 又 (了 , 7)* 一 卫 *,， 且 7 是 自然 对 侦 《 革 ,于 *》 的 可 多 
许 拓扑 ,而 o( 及 ,对 *) 也 是 < 子 *》 的 可 允许 拓扑 , 且 c( 王 ， 
及 *) <z 故 4 是 7 完备 的 . 口 


$5 Mackey 定理 


车 《< 肝 ,了 > 是 对 侦 空间 , 民 上 最 弱 的 相 容 拓扑 是 o( 信 ,了 Y)， 
而 对 上 最 强 的 相 容 拓扑 定 义 为 m( 卫 ,了 ), 下 面 就 研究 它 的 局 
部 基 构 造 . 

由 于 相 容 拓扑 必 是 可 允许 拓扑 ， 因 而 我 们 就 设法 找 了 中 
o(Y, 他 ) 有 界 集 的 某 个 类 .%, 使 m( 于 ,了 ) 一 全 < 

引 理 3.5.1 若 《 了 , 了 > 是 对 偶 空间 , 且 7 是 了 上 相 容 拓 
扑 ， 则 对 了 中 zz 等 度 连续 的 任何 子 集 58, (8S)" 是 ol 了 , 子 ) 紧 
的 ， 

证 明 ， 由 于 S 是 v5 等 度 连续 子 集 ， 故 存在 瑟 中 0 点 邻 域 
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六 使 VC%IS.， 故 只 是 0 点 7 邻 域 , 从 而 ”是 全 上 7 连续 
的 半 范 ， 由 定理 2.3.6，{o*; sup {zw*(w)|; p*(%) 志 < 二 是 
olY, 革 ) 紧 的 ，( 因 为 (了 , z)* 一 了 ). 但 

(5)°= {v2*; sup{|w* (w)|; pC%0) <1} <1}, 
故 (98)* 是 ol 了 ,了 革 ) 紧 的 . 口 

引 理 3.5.2 令 《 玉 , 了 > 是 对 偶 空间 , oz 是 了 中 一 切 
0( 了 , 了 ) 紧 均衡 点 子 集 , 则 Ty 是 革 上 关于 对 偶 《 对 ,了 > 的 相 
容 拓扑 . 

证 明 ， 首 先 , 由 于 四 >a( 忆 ,了 )， 故 

(£, TOIO(F, oF, 7))*=7Y., 

我 们 记得 7 是 由 半 范 {p(x); A4E .9} 生成 的 ， 其 中 .地 
是 了 中 一 切 ac( 了 , 工 ) 紧 均衡 凸 子 集 。 

若 9E( Za 则 存在 4A1,…, 4,E%Y 和 8s>0 使 得 
当 zZET(D4 …，24 8) 时 ,有 |<w, y>|<1. 

令 卫 =gcok《A1U… U4,), 则 容易 看 到 DEA, 并且， 当 
ZEV pp 时 , |<z, y>|<1。， 故 |《%, | 所 pw), Yw， 任 取 w€E 
°D, 则 ]|<w, 人 | 委 1 YzE 了 所 以 | 

Pp" (2) =upl<s, |<1, veE'D, 


从 而 | 人 让 | 所 p20) 和 1 Yw ED, 故 y€ CD)%, 

由 于 了 DD 是 oc( 了 ,了 ) 紧 的 , ( 因 ol 了 , 及) 是 Hausdorff 拓 
扑 ), 故 避 是 ol 了, 于 ) 闭 的 . 由 定理 3.3.2(5) 知 ，("D) ?一刀 ， 
故 yEDCY, 所 以 , (ZX, TD)*= 了 . 口 

定理 3.5.8(Mackey-Arens) 设 《了 ,了 >》 是 对 偶 空间 ， 
ol 人, 了) 是 全 上 的 Ww 拓扑 , Tw 是 在 了 的 在 一 切 o(Y, 联 ) 紧 
均 衔 凸 子 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 , 则 对 马上 任何 局 部 凸 拓扑 这 7 
是 相 容 的 充 要 条 件 是 oc(X,， 了 )<r<Tw 

特别 地 了 =m( 于 ,了 ). 

证 明 ， 若 7 是 相 容 的 ， 由 定理 3.4.1, z 是 可 允许 拓扑 ， 即 
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7 一 人 Dj, 其 中 2: 是 ( 卫 , 7)* 一 了 中 关于 vw 等 度 连续 集 的 全 体 , 
由 引 理 3.5.1 知 , 对 任何 7 等 度 连续 集 8, ac0”™ (8) = (0%8)? 
是 ol 了 , 疏 ) 紧 的 ， 从 而 ac 故 zY<Tw， 显然， 
tr>o( 了 ,7 了). 
反之 ,车 oco( 了 ,了 )<z<Ty 则 
(X, oF, TCF, tT)*C(F, TO™. 

由 定理 3.1.1 知 ( 了 ,co( 卫 ,了 ))* 一 了 ,由 引 理 3.5.2 知 ， 
(TD)*= 了 . 改 (E， 7) = 了 即 4 是 相 容 的 . 

由 于 m( 玉 ,了 ) 是 最 强 的 相 容 拓扑 , 且 Tz 是 相 容 拓扑 ， 故 
mlX, 了)=T. OO 

根据 这 个 定理 ,我们 得 到 了 m( 防 , 了) 的 构造 ， 


36 Mackey 空间 


定义 8.6.1 局 部 凸 空间 (总 , 2?) 叫做 Mackey 空间 ， 如 果 
r=m(X, X*). 

定理 3.6.1 桶 形 空间 是 Mackey 空间 . 

证 明 ， 由 定理 3.5.8 知 , z<m(X, 社 *). 

另 一 方面 ， 考 虑 苹 * 中 o( 卫 *, 卫 ) 紧 均衡 凸 集 G, 由 定理 
3.8.2 知 ,G 是 7 等 度 连续 集 , 故 存在 0 点 7 邻 域 7, 使 GST,， 
从 而 YC CV)*CG, 因此 , 0? 是 0 点 z 邻 域 , 又 G9 是 mw(X， 
卫 *) 的 局 部 子 基 的 元 , 夏 5>>m( 陡 , 了")， 从 而 

T=m( 卫 , 了 *). 口 

定理 3.6.2 围 空间 是 Mackey 空间 . i 

证 明 ， 因 为 (全 , mm( 信 ， 闻 *))* 一 昼 *， 由 定理 3.2.I 知 , 7 
有 界 集 与 mw( 卫 ,了 革 *) 有 界 集 是 一 致 的 . 由 图 空间 定义 , 7>> 
m( 肚 , 于 *), 再 由 定理 3.5.8 知 ，7 一 m( 了 ,车 ")。 故 团 空 间 
是 Mackey 空间 . 口 
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归纳 上 面 定理 , 我 们 有 


Banach 空间 一 >Frechet 空间 = 一 -> 柄 形 空 抽 _ 


Mackey 空间 
同 可 列 闪 范 罕 间 一 > 财 定 间 一 一 一 
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第 二 部 分 Banach 空间 的 几何 理论 
第 一 章 ” Banath 空间 中 几 种 常用 拓扑 


在 本 文中 ， 一 般 地 ， 假 设 王 是 实 的 Banach 空 间 ， 一 
( 玉 , 上:D* 是 子 的 共 轿 空间 . 
S(X)={%;2€EX, lz|=1}, 
U(s)={% EX, lol<1}. 
类 似 地 , 记 SC(X*), BCX*),… DU( 革 "), U (于 ”),…, 等 。 


31 Banach 空间 六 中 的 Ww 拓扑 
及 妈 "中 的 六 拓扑 


对 中 的 Ww 拓扑 cl, 于 ') 和 革 * 中 的 w' 拓 9 扑 0( 久 ,六 》 
的 定义 及 一 般 性 质 已 在 第 一 部 分 线性 拓扑 空间 中 给 出 . 


(一 ) 一 些 主 要 结果 . 
(1) (X, o (¥, 2) — x", (X', o (X', X)) ~ 
Jz(X). 


(2) Banach-Mazur 定理 车 4 是 Banach 空 间 耶 的 申 
集 , 则 4 是 闭会 4 是 范 闭 . 

注 1， 推 论 ， 若 wv 一 > 2 则 存在 {ym}%1 Cco( (wn) 31)， 

证 明 ， 和 否则 ,% 生 5O((%,)%-1) 一 CO™((w,)3-1), 由 分 离 定 理 
即 得 矛盾 ， 证 毕 . 

注 2 鞭 人 4 是 中 "中 凸 集 则 4 是 W 闭 污 A 是 W 有 闭合 
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4 是 范 财 .但 下 多 说 明 Ww 闭 凸 集 不 必 是 w’ 闭 的 . 

例 ， 于 = 了 Li[0, 1], XX*=L.[0, 1]}, CF0, 1]cCL.[0, 1]l, 
C[0, 1 是 工 .[0, 匡 的 范 闭 子 空间 ,但 不 是 w" 闭 子 空间 .事实 
上 , 0C[0, 1JW= 工 [0, 革 . 这 可 如 下 证 明 : 任 取 f€ 5.[0, 1]， 
由 Ja 定理 ,存在 及 EO[0, 也 ,使 所 志 测 度 收 合 )。 从 而 
对 任何 zx 力 E 广 [0, 1]， 


大 -| 7DaGOu 一 > 人 ADzGDOa- Go， 


即 记 一 >f， 从 而 Je 500 可 "， 口 

下 面 第 四 章 讨论 自 反 Banach 空间 时 ， 将 看 到 ， 总 是 自 反 
的 充 要 条 件 是 忌 * 中 任何 w 闭 ( 凸 ) 集 必 是 w* 闭 的 . 

(3) Banach-Alaoglu-Bourbaki 定理, (U(X*), o (ZX", 
支 )) 是 紧 的 互 ausdorff 拓扑 空间 . 

注 二 堵 4CZ， 则 和 4 是 ol 了", 子 ) 紧 的 今 和 4 是 范 有 午 
且 o( 辽 ", 及) 闭 的 . 《由 于 尺 是 Banach 空间 ， 应 用 一 致 有 界 原 
理 知 ， 范 有 界 命 o( 导 ', 对 ) 有 界 。) 

同样 也 有 , 若 4 己 且 , 则 4 是 (RE， 吕 0) 紧 合 4 是 范 有 办 
且 o( 了 了 , 叉 ") 完 备 。， (事实 上 ， 应 用 一 致 有 界 原 理 ， 范 有 办 
eo (下, 卫 “) 有 界 ， 且 由 oo《 了 ,于 ") 性 质 知 ，o (全 ， 革 ") 有 界 
会 G( 瑟 ， 并 9) 全 有 界 ， 以 及 对 线性 折 扑 空间 中 集 4, 4 是 
c( 瑟 ， 马 ) 紧 允 4 是 (了 ， 互 ) 全 有 界 并 且 (和 ， 允 完备 
的 . ) 

注 2.， 对 典范 空间 来 讲 ， 可 能 存在 一 个 W 紧 集 , 并 非 范 有 
界 的 , 见 下 例 . 

例 ， 玉 一 BR"=={ (le)?y 仪 有 有 限 项 为 非 0 的 实数 ， 

COP AICOPIE SALADS 

显然 , R” 不 是 完备 的 (关于 上 述 范 数 ), 并 且 及 是 人 二 W(w@) 的 
子 空间 (不 团 ). 

令 gn EX p01) =0n, 对 于 (oD ER.. 
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令 志 >>0， 且 tim = 十 co, 青 令 G=1{0, igi, tapa, “…}C 


XZ*, 则 G 是 闷 * 中 无 界 集 (因为 | 各 oj = 纪 ), 但 是 , 刀 9 一 >0， 
放 G 是 Ww' 紧 集 . 口 

但 是 对 赋 范 空间 耶 , 车 w* 紧 集 9 是 凸 的 ， 则 G 必 是 范 有 
界 的 . 

证 明 ， 因 G= WU {GNnU XN. 

G 是 可 数 个 w* 闭 集 之 并 , G 作为 紧 的 拓扑 空间 ， 它 是 
Baire 空间 , 故 GNnU( 子 人) 的 相对 w* 开 核 不 空 , 对 某 个 %、 亦 
即 存在 PE GNnU0(X*) 和 太 * 的 0 点 w' 邻 域 记 , 使 

(gpg+V)NGCGNnU (FX) CnU (XT"). 
另 一 方面 , G 一 G 是 w* 有 界 , 故 被 六 吸收 ， 即 存在 0<X< 
1, 使 X(G 一 GD) CV. 
又 因为 G 是 凸 的 , 故 
(JpAGcC(eHNG-G)JnGc(CP) NG 
CnU (x). 

故 AGCnU(X”) 一 (1 一 和 pCMU(X*), 对 某 个 必 >>0. 
从 而 G c 改 U(X"), 亦 即 G 是 范 有 界 的 口 

(4) 我 们 将 看 到 Jz( 卫 ) 在 ( 卫 “% w”) 中 是 一 个 “很 大 ”的 集 
合 . 事实 上 ,有 

定理 1.1.1 (Goldstine-Weston 稠密 性 定理 ) Jx(X)™ 
一 和 2 其 中 xs 和 -> 了 2 是 典型 嵌入 映 象 

证 明 ， 只 须 证 明 TDTCZJJ "一 和 CT”) 即 可 . 

令 @EU(Z“)， 任 取 瑟 的 ww 邻 域 了 

V={VEX”", |<m, VW-6>|<s, ow EX', j=1, 
n, 8>0}. 

邻 7=max 人 i|; 2 二 1，…%}, 由 Helly 和 定理, 存在 2%EX 
使 
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ol<1 + Coe 人 

再 令 m= 一 了 7 oo 则 zol<l 县 
C2 乡 一 

故 f0o 二 Jx(wo) EPV, 所 以 GEJVx(OCR))…, 即 

U(X CTUCE)™. 
另 一 方面 的 包含 关系 , 由 Banach-Alaoglu-Bourbaki 定理 
即 知 ， 口 

(5) 在 无 限 维 Banach 空间 中 , 范 数 拓扑 严格 强 于 w 拓扑 . 


事实 上 , 有 下 面 定理 ， 
定理 1.1.2 若 屋 是 Banach 空间 , 则 范 数 拓扑 与 Ww 拓 提 


相同 会 dim 和 一 -ce. 
证 明 , “< 和 ”显然 . 
“>” 设 不 中 范 数 拓扑 与 w 拓扑 相同 , 令 六 = {x; | 可 二 疾 
是 开 单 位 球 , 则 它 也 是 Ww 开 集 ， 故 存在 21,…, %* E 王 ，8>>0， 
使 


>| = | wo— 2 vi>| <3leol <e. 


Vi={%; [of (2) | <e, $=1, *…, rn}CV, 
故 门 (or)CV, 由 于 六 (2?)+ 是 线性 子 空间 , 故 
M0) :=0, 
因此 ,对 任何 2*EX"， 有 [ (e+C Ce)+， 从 而 
ccspan ti 内， 
故 "是 有 限 维 的 , 从 而 区 也 是 有 限 维 的 ， 口 
注 1 立 " 的 三 种 常用 拓扑 的 关系 如 下 ， 
"拓扑 <w 拓扑 < 范 数 拓扑 ， 
第 三 章 将 证 明 ，w* 拓扑 与 w 拓扑 相等 的 充 要 条 件 为 下 是 
自 反 的 . 
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注 2， 显 然 , 三 种 拓扑 一 般 并 不 相同 ， 故 引入 以 下 一 些 性 
质 ,研究 某 些 特殊 情况 . 

定义 1.1.1 Banach 空间 了 节 称 为 具有 五 性质 ， 若 
o> w，]zo] 一 >|z|, 则 加工 bo。 即 单位 球面 上 序列 的 范 
数 收 敛 与 w 收敛 是 一 致 的 (讨论 见 第 五 章 ) (有 时 也 称 之 为 耶 
具 玉 adec -Klee 范 数 ). 

定义 1.1.2 Banach 空间 卫 称 为 Schur 空间 , 如 果 于 中 
序列 的 多 收敛 与 范 数 收敛 是 一 致 的 (讨论 见 第 五 章 ). 

定义 1.1.3 Banach 空间 子 的 共 轿 空间 对" 称 为 具有 (**) 


性 质 ,车 在 XX" 中, 驼 屯 oz 一 |z"|, 推 得 避 下 bw', 即 在 


单位 球面 上 范 数 拓扑 与 Ww 拓扑 一 致 (讨论 见 第 七 章 ). 

定义 1.1.4 Banach 空间 对 叫做 Grothendieck 空间 ， 如 
果 芋 " 中 序列 的 w" 收敛 与 收敛 一 致 ( 详 细 讨 论 见 参考 书 [1 
P. 229). 

(二 )w 拓扑 与 w” 拓扑 的 度量 化 问题 . 

首先 列举 以 下 三 个 定理 (请 比较 它们 的 共同 点 和 不 同 点 )， 
然后 分 别 证 明之 . 

定理 1.1.3 ( 蔗 ,， oc( 卫 ， 了 ")) 或 (了 X*"，a( 卫 "， 了 下 )) 可 度 
量化 参 dim 开 < 十 co 

定理 1.1.4 (U(X*), o( 邓 ", 下 )) 可 度量 化 舍 脏 是 可 
分 的 . 此 时 (U0 (了), o( 了 ", 革 )) 成 紧 的 度量 空间 (可 分 完备 )， 

推论 六 可 分 合 瑟 "的 每 个 闭 球 的 相对 c( 了 "， 瑟 ) 拓 扑 
可 度量 化 . 

定理 1.1.5 (U( 卫 ), o( 卫 , 了 ")) 可 度量 化 全 天 "是 可 分 
的 .此 时 Jx(0( 子 )) 成 为 紧 度量 空间 (U(X”*), o( 对 ,他 ")) 
的 筒子 集 . 

下 面 分 别 证 明 这 些 定理 . 为 此 首先 需要 下 面 引 理 . 

引 理 1.1.6 任何 可 数 无 穷 集 必 包 含 不 可 数 的 子 集 族 ， 使 
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得 每 个 子 集 是 无 限 的 , 且 两 两 的 交集 是 有 限 的 . 
证 明 ; 不 妨 设 这 个 可 数 无 穷 集 4 是 平面 上 格 点 全 体 ( 即 具 
整数 坐标 的 点 的 全 体 )， 对 每 个 9€ 
[0 下], 定义 4 的 子 集 4o 图 中 倾 
角 为 9， 宽度 为 2 的 平行 带 中 格 点 全 
体 , 则 {4s 0<0 < 于 | 即 所 求 . 口 
引 理 1.1.7 无 穷 维 Banach 空 
间 马 的 了 amel 维 之 ce( 连 续 统 ). 
证 明 ， 由 于 dim B= 十 %, 依 Hahn-Banach 定理 ,不 难 找 
到 {ww} 己 卫 ，{2} 忆 于 '， 使 | = 1， 坟 (ow) = 5m。 显然 ， 
{wn} 是 线性 无 关 的 。 且 和 和 芋 span{fomi mm 天} (因为 Span {vm; mn 
关 R} 己 (0)+)， 依 引 理 1.1.6, 对 0<i<l 可 取 正 整数 人 的 
子 集 W， 使 入 ; 的 基数 card N,= 二 co, card (NN No ) < 十 co 


kt 坟 的 ， 对 任何 请 作 必 = 马 如 ,显然 ET， 目 {ws 0< 


Ehs 


#< 匡 是 线性 无 关 的 ， 事实 上 , 著 汶 mv 一 0， 其 中 如 互 不 相 
公 作 法 , 必 存 在 mE Ns \ (LW), 故 


0 全 “各 
从 而 m1=0， 辣 理 ms 一 … 一 oy 一 0. 故 {wi; 0 过 所 1} 是 线性 无 关 


的 ， 所 以 耳 的 Hamel 维 之 c( 连 续 统 )， 口 
推论 1.1.8 可 分 无 穷 维 Banach 空间 了 的 Hamel 维 ~ 


证 明 ， 设 {o} 是 并 的 笛子 集 任何 2EX, 必 有 .> 


2; 故 县 中 任何 元 可 以 与 {rw} 对 应 , 从 而 card 革 <<6, 由 定理 即 
知 所 要 绪论。 口 
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推论 1.1.9 设 双 是 无 穷 维 Banach 空间 ，{zJC 瑟 , 则 必 
存在 zwE 有 ,使 w 持 Span{wn; 2 一 工 2,…}. 

证 明 ， 否则 , 也 的 瑟 amel 维 为 至 多 可 数 的 .矛盾 ! 口 

定理 1.1.8 的 证 明 ， 充 分 性 显然 成 立 ， 以 下 证 必要 性 。 设 
(及 ", go( 及 ,也 )) 可 度量 化 , 故 肚 " 具 有 可 数 o( 了 *, 驰 ) 局 部 基 
{Uw}. 不 妨 设 

Us,—U 27, *, Vhs 1). 

涛 qim 及 = 十 co， 依 推 论 1.1.9,， 存在 $2E，w 生 span {v0 
d=1, Ia n=1, 2, ……}. 

作 邯 "的 0 点 o (之 '"， 了) 邻 域 U=U0(w; 1), 则 必 有 no， 
使 aU,,CU, 由 于 2 后 sSpan {wr ，…， wy}， 依 Hahn-Banach 
定理 ,存在 2*E 了 ,使 2(%) = 二 他 =0, 1 一 二， 20to)， 
从 而 w*EoUs\U, 矛盾, 

关于 (了 芋 , o( 耳 , 节 ”)) 的 结论 可 类 似 证 明之 . 口 

定理 +.1.4 的 证 明 ， 阁 革 是 可 分 的 , 设 {ww} 是 并 中 可 数 
稠 集 . 令 


一 1 fl i») ( ») | 时 
pf = 沪 训 "TT Wh 9 EVE). 


易 见 (U( 肝 "), p) 是 度量 空间 ， 并 且 万 一 Jepp(P 力 - 一 > 
0， 又 (U(X"*), o( 卫 *， 卫 )) 是 紧 Hausdorff 空间 , 故 (U(X*)， 


P) 是 紧 度量 空间 ,从 而 完备 、 可 分 . 
反之 , 设 (U(X”)，o( 卫 "， 慑 )) 可 度量 化 ， 则 存在 U(X”) 


的 0 点 可 数 基 {0,}, 使 站 一 {0}. 

不 妨 设 ,一 {0"; wv*EU(”); |w*(w)|<sn， zE4j 其 中 
如 是 芳 的 有 限于 集 , m0 令 4 一 | 4， 车 对 菜 个 2*E 
X04) 一 0, 则 了 EE [Vo 一 {0}, 玫 wr 一 0, 蔬 盾 . 从 
而 有 站 =span(4)， 即 下 是 可 分 的 口 
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定理 1.1.5 的 证 明 : 车" 可 分 应 用 定理 1.1.4 知 ， 
(U(X”)，a( 邓 ”"， 工 ")) 可 度量 化 ， 并 且 它 是 紧 度量 空间 ， 故 
(U(X), ol 了， 入")) 可 度量 化 ， 且 它 是 (V(X), o(X", 
开 9)) 的 稠 集 . 

反之 , 设 (I(X)，c( 开 ,和 9) 可 度量 化 ， 则 存在 T( 工 ) 的 
可 数 0 点 邻 域 基 {D0"), 使 [Us= {0}， 不 妨 设 

Un,= {2;%EU(X), oO)|<sy 2 € Bo}, 
其 中 B, 是 了 "的 有 限 子 集 , sn>0， 令 B= 蝇 孔 . 

设 w*EX"\span B, 则 4a=dist(z*, span B) = inf {|z’ 一 
y'|; y*Espan B}>0， 由 Hahn-Banach 定理 , 存在 BEX”, 
使 5(B)=0, G(zD -1 [= 地 . 

对 U(X) 的 0 点 5 (CT， 瑟 9 邻 域 矿 -| ED(Z)， 
[2*(w) | <9|， 有 %, 使 万 DPI， 又 14.@| 一 工 由 Goldstine 定 
理 ,存在 2EU(X), 使 |(d5- 全 (2)| << 针 ，| (46 一) 人 | 
<es, VYEB,. d= [0 80) <| dBA) (0)| + 1%) |, 
故 

[7(@) |>d—|(d,$- 全 (o)1>g- 手 = 生 ， 
所 以 zEV， 但 (2)1=|(4:B-4)(y)|<en, VY'EBa 又 
得 到 zEU,， 从 而 wEUs\V， 蔬 盾 ! 故 子 * ~span 8， 因 此， 
* 可 分 . 口 


(三 ) 完 备 性 . 

WwW 完备 w 亚 完备 一双 序列 完备 
无 限 维 Banach 空间 X x( 注 了 D 自 反 (第 四 章 ) ( 注 2) 

W* 守备。 W* 于 完备 汶 w* 序列 完备 
无 限 维 Bauach 空间 X* x ( 注 3) YY( 往 邹 YY( 注 多 
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注 荆 任何 无 限 维 赋 范 线性 空间 都 不 是 W 完备 的 .证明 见 
Taylor, A. E., The weak topologies in Banach spaces. Frorc. 
Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 25, 438_440 (1939). 

注 2，(1) 容易 证 明 姥 是 Ww 序列 完备 的 . 

(2) 第 四 章 中 将 证 明 自 反 侣 Ww 亚 完 备 、 显然 wW 亚 完备 沪 
WW 序列 完备 . 

同时 ， 在 第 四 章 中 也 将 证 明 ， 对 于 Ww 序列 完备 的 Banach 
空间 肚 , 若 斑 ” 是 可 分 的 ,那么 总 是 自 反 的 . 

注 3， 由 于 dim 了 一 十 co， 故 存在 fEX\ 邓 "(事实 上 , 选 
{wa; GET} 为 卫 的 Hamel 基 , card 了 T>0, 选 {zo2iCfoowE 
中， 对 每 个 局 选 ss0， 使 |anool < 二 ,在 {vos aET} 上 定义 
f: 

1 、 
1 -| 0 
0 当 wE {vo CETH {s,s n=1, 2,...} 
将 下 线性 延 拓 为 站 的 元 ， 由 于 som。 -上 > 0, 但 (enw,) 一 了 区 
fEX\X"). 

- 太 是 总 的 有 限 维 子 空间 到 的 族 ， 以 包含 关系 构成 定向 
集 . 对 每 个 ME.U， 存在 一 个 连续 投影 Py: 了 一 > 从 . 

令 By 一 foPu, 则 Dux€E"。， {xu; 有 EM} 是 了 * 中 一 个 
W" Cauchy 定向 列 ,但 它 在 及" 中 没有 WwW” 极限 点 ， (事实 上 , 任 
取 0 〇 点 WwW" 邻 域 V(@i,…', Qn; 8)， 令 人 M0 一 span {al …, Qn}， 
则 当 M1， 及 so 汪 Mo 时 ,有 (Bx, 一 By,) (co 一 0, 5 一 1,…, NR， 故 
{Bu MEN} 是 w Cauchy 定向 列 ， 车 Du 人 玉 gE 有 "， 则 对 
任何 wE 有 ,考虑 子 定向 列 {Bw; ME 用 ' 例 vw}, 故 By (5) 
一 (2) 一 >9(%), 故 f 一 gE 牙 盾 , 从 而 {Bu; 及 EM} 没 
有 Ww 极限 点 .) 

注 4， 由 Banach-Alaoglu 定理 即 知 。 


» 66 。 


注 5， 由 于 Cauchy 序列 必 有 界 ,应 用 共鸣 定理 , 即 知 W 亚 
完备 之 四 序列 完备 ， 到" 亚 完备 沪 W' 序列 完备 . 


$2 共 思 空 间 XX 中 的 有 界 WwW” 拓扑 


在 研究 Banach 空间 时 , 在 防 " 中 引入 一 种 比 w* 拓扑 更 强 
的 有 界 w* 拓扑 (bw 拓扑 ) 是 方便 的 例如， 引入 bw” 拓扑 之 
后 , 判断 ”中 的 元 下 Eve(Z) (必须 而 且 ) 只 须 判 断 甸 在 这 个 
较 强 的 拓扑 之 下 是 连续 的 就 可 以 了 ， 换 句 话 说, 只 须 证 B+ 站 U 
(了 了 ") 是 w* 闭 的 即 可 (Banach-Dieudonne 定理 )。 这 就 在 应 用 
上 带 来 很 大 的 方便 . 

相应 地 ,也 可 以 研究 Banach 空间 对 的 有 界 Ww 拓扑 (bw 拓 
扑 ). 但 我 们 这 里 不 再 讨论 , 读者 可 参阅 参考 书目 [2]p. 48. 

下 面 , 我 们 首先 给 出 它 的 定义 ,然后 找 出 它 的 局 部 基 ， 从 而 
得 出 这 个 拓扑 的 一 些 性 质 , 并 证 明 上 述 重要 定理 ， 

(一 ) 有 界 w” 拓扑 (bw 拓扑) 的 定义 . 

定义 1.2.1 设 蒜 是 赋 范 空间 ，4CCZX'，4 称 为 bw" 闭 
的 ,如果 4 站 B 是 B 中 wi’ 闭 集 ,对 革 " 中 每 个 范 数 有 界 集 B. 

注 1: 容易 验证 ,这 是 玉 中 一 个 拓扑 . 

注 2。 容 易 看 到 ，bw 拓扑 是 总 "上 一 各 诱导 拓扑 ， 它 由 
允 " 中 范 有 界 集 轿 上 的 内 映射 Za: 了 一 > 位 "组 成 的 映射 族 定义 
的 .也 就 是 说 bw" 拓扑 是 及” 上 , 在 每 个 范 有 界 集 上 与 Ww“ 拓扑 
合同 的 拓扑 , 即使 得 一 切 Tp BB 一 > 卫 ” 是 连续 的 最 强 拓扑 ,其 
中 B 为 玉 ” 中 范 有 界 集 , 

bw” 拓扑 的 简单 性 质 ， 

(1) 总 "中 一 个 集 天 是 bw 开 集 仿 VNUV(X", 7) 是 
1( 瑟 人 门 皇 123 [zr} 的 Ww’" 相 对 开 集 . 

(2) 对 "中 一 个 集 44 是 bw 闭合 4 含有 4 中 范 有 界 w" 收 
第 net 的 Ww 极限 . 
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(1) 的 证 明 : 玉 是 bw" 开 集合 和 7 是 pw 闭 集 汶 ( 
四 站 U(X*, 7) 是 Ww 闭 的 全 了 [XN\D)NUCX*, 7)j 是 
w" 开 的 
SU(X", NIZ\LZ\V) NUT", 7)]] 
-VNUCER, 站 
是 w 相对 开 集 . 
反之 , VNU(X', 7) 是 w* 相 对 开 集 和 坊 VNU(X", 中 = 
及 U(X*, 7), 对 某 个 w” 开 集 五 ， 
XI NUCE', 7) 
=—(X\ VNUR, 7))) NU(T", 7) 
一 [和 (五 DO 7))NU(R”, 7) 
=—(X\H)NUCX", 7) 
是 w” 闭 的 . 
和 企 取 范 有 界 集 B, 则 
(X\VINBNUCGX, 7)=(X\V) NDB, 
对 某 个 了 >0. 
故 ( 肝 "\V) 由 B 是 B 中 Ww* 闭 集 , 由 定义 , 了 \ 了 是 bw” 闭 
的 ， 从 而 是 bw’ 开 的 . 口 
注 ， 从 证 明 中 看 到 ; 
4 是 bw* 闭 的 多 4n5(ZE* 7) 是 Ww* 闭 的 , Vr>0. 
(2) 的 证 明 : “> 若 fc 和 CC4，{oy 范 有 界 且 下 马达 
所 以 , {23} CD (CE 7) nn 4， 对 某 个 ">0.， 由 定义 知 ， 
U(X*, 7) 几 4 是 w' 团 的 , 放 w*EU(X', 门 站 4C4， 口 
“en 任 取 UCX*, 7), {如 CANU(X', 7), 且 城 力 
由 条 件 知 , 2*€ 4, 又 因为 U(X“, 7?) 是 Ww' 紧 的 ,从 而 它 也 
是 w” 闭 的 ， {23} 和 4NUCX*, 7) CU(X', 7)， 故 ww€ 
U(X*, 7)， 因 此 weE4nU CX, 7)， 即 对 任何 7 之 0, 
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4NUCX", 站 是 天 闭 的 ,由 (了 D 的 证 明 后 的 注 知 ，4 是 bw” 闭 
的 。 口 

(二 )bw’ 拓扑 的 局 部 基 ， 

我 们 知道 , 卫 " 中 w* 拓扑 的 局 部 基 是 由 总 中 有 限 集 4 的 
Polar 4 组 成 的 ， 下面 将 证 明 bw 拓扑 的 局 部 基 是 由 革 中 紧 
集 下 的 Polar KKK" 组 成 的 ,由 此 知道 , 

(1) 这 个 拓扑 的 构造 ( 它 是 局 部 凸 拓扑 ) 。 

(2) 这 个 拓扑 严格 强 于 w” 拓扑 . 

定理 1.2.1 车 也 是 赋 范 空间 ， 则 {KK"; 丰 CC 有 ,大 是 紧 
集 } 是 卫 ” 上 bw’ 拓扑 的 一 个 局 部 基 . 

证 明 ， 令 下 是 子 的 一 个 紧 子 集 , 
首先 证 明 五 "一世 5; |w"(z)|<<1,wEK} 是 0 点 的 bw 邻 


域 

令 玉 -fw |z'(o) 1<1, wvEK}, 风 VCKR*， 只 须 证 明 对 
一 切 7>0， VNUCT, 7) 是 U(X"”， 7) 中 ww’ 开 集 即 可 ， 容易 
看 到 ,只 须 证 明 ,对 每 个 r>0，3 引 0 点 w" 邻 域 Fu 使 

ViNU(CR’, rECV NU 7). 

事实 上 ,由 区 是 紧 的 , 取 尼 的 二 网 fw …， oj 

入 玉 = 人 GO1< 末 ;=1…, 路 则 入 即 为 所 求 
这 是 因为 , 若 s*EV4NU(X*, 7)， 对 任何 2E 玉 ， 选 m4 使 


|z—2l < 地- 
则 
iz* (0) | < | (0) |+ 12*(v— oi) |< 序 rr. 二 
1 1 
一 可 十 可 =1, 


故 巡 E 大 MD 7), 从 而 VNUCX*, 7r)CVNU(X", 7). 
反之 , 设 信 是 及 * 中 0 点 bw* 开 邻 域 ， 我 们 将 找到 半 中 


,ae 69 。 


紧 集 天 (实际 上 ,可取 下 为 收敛 于 0 的 序列 ), 使 K CT. 
由 简单 性 质 1，V NUCZ") 是 U( 了 ') 的 w" 相对 开 集 , 故 存 
在 了 的 有 限 子 集 Pi, 使 四 NUCX”Y)CVNUCX”EV. 
设 对 某 个 正 整 数 %， 存 在 斑 的 有 限 子 和 集 本 ,使 FiNU 
(及 "DCV, 我 们 说 ; 必 存 在 和 的 有 限 子 集 五 使 
HcU(X, +1), 


(PU HS) NU(X', tl) Vy. (9) 
用 反 证 法 , 若 上 述 互 ,不 存在 , 则 集 族 
= {FUH) MT ntDN (TFN); 
互 为 UU ( 开 ， 过 ) 中 有 限 子 集 } 
具有 有 限 交 人 性, 由于"\ 了 是 bw" 闭 ， 故 让 组 成 w' 紧 集 
U(X*, %+ 力 中 具有 有 限 交 竹 的 mw" 闭 子 集 族 , 从 而 存在 2 使 
六 ET PU H)® NU(X', n+1)N (FD). 
所 以 ， 对 要 (并 ,二 ) 中 任何 有 限 集 瑟 ,，s*E 及 *， 故 当 |sl < 
三 时 ,有 |"(z) |<1, 这 表明 ,|a*|<n， 从 而 
“EPNU(Z', EV, 
这 与 o*EX"\ 矿 矛盾， 故 上 述 结论 () 成 立 . 


令 Pri= En, UH,, 则 
FouNUCX’, on 十 TCF (1.1) 


由 归纳 程序 , (1. 了 ) 式 对 一 切 成 立 . 
令 卫 ~ UP 则 万 是 可 数 的 .将 了 的 元 按 所 ，, [Ts,… 
绯 列 起 来 , 则 也 可 记 为 {2,}?4， 由 于 且 :CU( 下 二 )， 故 
一 > 0, 从 而 及 {0, ow} 是 紧 集 , 且 K*CV. 口 
推论 1.2.2 若是 赋 范 空间 ， 则 {{z,}*; lim 一 0} 是 
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pw" 拓扑 的 一 个 局 部 基 ，( 由 定理 证 明 中 可 看 出 . ) 

推论 1.2.8 ”三 * 中 定向 列 是 bw 收敛 的 合 它 在 了 的 每 
个 紧 集 上 一 致 收敛 . 

证 明 ， 由 于 紧 集 玉 的 Polar K° 是 bw* 的 一 个 局 部 
基 . 口 

推论 1.2.4 范 有 界 的 w 收敛 定向 列 是 bw' 收敛 的. 

证 明 ， 设 {CUCZ', 7), 且 台 驴 那么 EU(X'， 


7), 且 台 一 必 罗 0, 及 由 -weEU( 开 27). 
任 取 0 点 bw’ 邻 域 B, 则 .BNU(Z*，27) 是 Ww" 相对 开 集 ， 
从 而 存在 含 0 点 的 w" 开 集 4, 使 
BNU(X'*, 27)=ANUCGX", 27), 
故 存在 60, 使 得 当 5>>60 时 ,有 
ww—w€A, 
所 以 故居 EBnU(CE 27) 己 了 亦 就 是 说 臣 一 > 几 ， 口 
注 1，bw* 拓扑 是 Hausdorff 局 部 凸 线 性 拓扑 . 
证 明 ， 因 为 o( 于 *, 及 ) <bw’, 而 o(X", 了 ) 是 Hausdorff 
的 , 故 bw* 也 是 Hausdorff 的 . 
下 面 分 三 步 证 明 bw" 拓扑 是 线性 拓扑 ， 
(41) 先 证 bw” 开 集 平移 后 是 bw 开 集 . 
设 fE*，B 是 bw* 开 集 ， 须 证 f+B 是 bw* 开 集 ， 即 
(f 填 B) NUCX*, 7?) 是 U( 且 *, 7) 的 Ww" 相对 开 集 , 对 任 7>>0. 
设 f+gE (f+B)NUCX", 7)， 其 中 gEB.。 因 为， BN 
U(X*,， 7 十 | 站) 是 UC 有 "，? 十 1f1) 中 的 Ww” 相对 开 集 ， 又 gE 
BNUCX*, 7 十 上 几 ), 故 存 在 0 的 Ww 邻 域 矿 (zp1,…, ww 了 使 
(g+V (vs, ons 1)) CE r+lfD 
CBNUCX’, r+|fl)) cB. 
我 们 有 
(f+g-tV va, wm 1)) NUCR, rECfHB. (1.2) 
ss 7 了] 。 


事实 上 , 若 hE (9 十 万 (oa …, ws1)), 且 有 | <7， 则 
h—fE(g+V (wm, »%, ws 1)) 

且 Ia—fl<lal + ll<rt Ah. 
改 hfE (Fo ,DNUCR', + 
从 而 , hEf+B, 即 (1.2) 成 立 . 口 

由 此 ， 结 合 定 理 1.2.1 知 , {了 十 {vj "lim o, 一 0} 是 
J(E 了 及") 的 bw* 邻 域 基 . " 

(2) bw 拓扑 对 加 法 是 连续 的 . 

设 巡 十 8 十 4 是 十 六 的 任 一 bw” 邻 域 ， 则 2 十 (24)5， 
十 (24)° 分 别 是 mm 护 的 bw" 邻 域 , 且 

(和信 十 (24) 7) 十 ( 久 十 (24)2)C 太 十 尖 二 4 口 

(38) bw" 拓扑 对 数 乘 运 算是 连续 的 . 

设 Me"-{feje 是 jar 的 任何 bw* 邻 培 . 

取 s>0， 使 e+ max {|zol}|e"| < 去 取 0 点 bw 邻 城 


{2C1%| 十 6) ww}", 及 入 的 8 分 域 V ={p; | 一 | 过 se}。 则 当 wE 
V,, yf E {CN| +e) rH, 
| Cw +") — Nw”) C0n) | 
<|y rs) | 十 | 一 和 和 
<(a+e) ly (en) [+ <1. 
从 而 Ko 十 0 ENw* 十 {wv,}”， 即 
Vee (p+{2(A| + a) rm}) CN fo OO 
由 (2)、(3), bw” 拓扑 是 线性 拓扑 ,此 外 , 由 于 4° 是 均衡 此 
集 , 故 bw 拓扑 是 局 部 凸 的 ， 口 
注 2. 〈 呈 ”bw 是 完备 的 . 
证 明 ; 设 {zz} 是 慑 ”中 bw*Cauchy 定 向 列 ， 由 于 Ww"< 
D0W*, 故 忆 是 及 "中 WCauchy 定向 列 , 令 | 
2 (0) 一 lim va(w), YrE TE. 


2 


则 EX 我们 可 以 证 明 s*EX". 
事实 上 ,否则 存在 {vw} CC 第 ，|as] < 过，wr(ao) 4 


由 于 {wn}j 是 及" 中 0 点 bw” 邻 域 , 故 存在 ao, 使 得 当 六 
oo 时 ,wa, ~ va {or 但 这 与 or"(oo) >>nV 蔬 盾 ! 故 wT 


容易 看 到 ， o>. 口 

(三 )Banach-Dieudonné 定理 ， 

定理 1.2.5(Banach-Dieudonné)” 贼 范 空间 下 是 Banach 
空间 怠 卫 "上 每 个 bw' 连续 泛 函 是 Ww’ 连续 的 . 

推论 1.2.6 若 卫 是 Banach 空间 , 则 

BEJx( 于 ) 全 B+NU(X 了 中 是 Ww' 闭 的 . 

推论 1.2.6 的 证 明 ，G+NU(X”) 是 w* 闭 的 今 @?N 
DT( 7) 是 w* 闭 的 , 对 一 切 ”>0 司 B+ 是 bw* 闭 的 今 B 是 
bw” 连续 的 全 -3》5 是 w* 连续 的 全 BEJx(X), 口 

为 了 证 明定 理 1.2.5, 只 人 须 证 明 下 面 引 理 即 可 . 

引 理 1.2.7 车 了 是 赋 范 空间 , 则 

Jzx( 广 ) 三 一 {0EX"; 是 bw" 连续}, 

车 于 是 Banach 空间 , 则 衬 三 Jx (六 ) 一 Jx (XX), 由 这 个 
引 理 即 知 ,定理 1.2.5 的 必要 性 成 立 , 

反之 , 车 车" 上 每 个 bw” 连续 泛 函 是 Ww" 连续 的 , 由 这 个 引 
理 即 知 , Jx (及) 二 礼 =Jx( 卫 )， 故 于 是 完备 的 。 从 而 定理 
1.2.5 的 充分 性 成 立 . 

证 明 ，(]) 设 BEX"\ 久 ,要 证 不 是 bw” 连续 ， 

容易 看 到 ,只 须 证 明 五 = {zw*， GE(o) = 二 不 是 bw 闭 的 ， 
实际 上 , 只 须 证 明 存 在 互 中 范 有 界 的 定向 列 {%3}, 使 

oS 0(¢H). 
今 d=dist(, 之) 汪 0, 选 入 , 使 以 > 之 1 
问题 转化 为 要 证 


0€ED(X", NA™. (1.3) 
令 人 -fess… mw} ”是 卫 * 中 0 点 任意 w' 邻 域 
4-0(X', 于). 
对 集 4, Holly 定理 的 如 下 条 件 成 立 
lal<sop {le5(p)+ 访 mple) 1; 1p1< 二 | 


对 一 切 mi，…，om。 (1.4) 
事实 上 , 当 a-0 时 , (1.4) 显然 成 立 ， 对 az0, 有 


sp [lad(p)+ 训 wp (ed; lp] <) 


一 lclsap {1g, 565-(- 衬 竺 机) lol< 吉 


CC 
-lc| 子 :|@-(- 加 旦 鸭 | >lal， 
故 (. 和 成立 . 
由 Helly 定理 知 ， 对 每 个 5>0, 存在 wm EtL+3)4， 使 
Tg) =1, dla) =0, $=1, *…, n. 
从 而 , 当 3 充分 小 时 , 有 


lgsl < < 


故 waEU(E NHNTY, 
所 以 (1.8) 成 立 . 
(2) 须 证 EY=Jx (了) 地 5 是 bw* 连续 的 . 
只 须 证 存在 0 点 bw* 邻 域 了 , 使 |5(V) [< 用 ， 对 某 个 用 
>0. 


事实 上 ,因为 6ETR CEJ 故 存在 {vow} CX, 使 各 BG. 
令 4={z,}, 则 容易 看 到 4° 是 0 点 bw* 令 域 
当 gE€ 4° 时 ,不 妨 设 p 关 0, 选 w%， 使 


lp? 
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则 
Glp |<lo() | + llp, B-2!<1tlol!s-— sl<2. 

故 1B(4°)|<2. 口 

Banach~Dieudonne 定理 可 推广 到 凸 集 的 情况 ， 

定理 1.2.8(Krein-Smulian) 若 王 是 Banach 空间 , 4 
是 服 * 的 凸 子 集 , 则 4 是 w"' 闭 的 伟 4 是 bw" 闭 的 . 

证 明 ， 因 为 w*<bw', 故 4 了 4"™. 

反之 , 车 gE€4”"\4"”"， 则 存在 bw” 连续 线性 泛 画 B， 分 
离 4%” 与 p, 由 定理 1.2.5 知 ,$ 是 Ww’ 连续 的 ,这 与 pEA” 矛 
盾 . 故 4™=A?™w. 口 
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(一 ) 各 种 紧 性 的 定义 . 
定义 1.3.1 设 2 是 一 个 拓扑 空间 ，4C2. 
4 称 为 (相对 ) 紧 的 , 如 果 4 中 每 个 定向 列 有 一 个 子 定向 列 收 
化 于 4(O) 中 一 个 点 . (等 价 地 , 4 的 每 个 开 复 盖 有 有 限 子 复 盖 . ) 
4 称 为 (相对 ) 可 数 紧 的 ,如果 4 中 每 个 序列 有 一 个 子 定向 
列 收敛 于 4(8) 中 一 个 点 。( 即 4 中 每 个 序列 在 4 中 (在 台中 ) 
有 一 个 聚 点 . ) 
4 称 为 (相对 ) 序 列 紧 的 ,如 果 4 中 每 个 序列 有 一 个 子 序列 
收敛 于 4(@) 中 一 个 点 。 
这 三 者 一 般 关 系 如 下 ， 
| 
可 数 紧 
序列 紧 一 一 一 一 一 一 
当 @ 是 可 度量 化 时 ， 三 者 是 等 价 的 . 故 对 Banach 空间 
的 范 数 拓扑 , 三 者 是 等 价 的 . 
但 是 ,对 无 限 维 赋 范 空间 了 ,Ga( 习 , 瑟 ) 和 (并 )， 一 般 
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地 是 不 可 以 度量 化 的 ， 然 而 关于 c( 工 ， 开 7)， 下 面 的 
Eberlein 六 mulian 定理 指出 , 这 三 者 是 等 价 的 . 

关于 及 "中 ol 了“, 互 ) 拓 扑 , 下 例 表 明 三 种 紧 性 是 不 同 的 , 

例 ; 对 *=1,, 则 (U0.), Ww 是 紧 的 .但 它 不 是 序列 紧 的 . 

事实 上 ， 取 hEl:f( (0 ) 一 Cn， 对 (@) €1,.， 则 [fl =1. 
但 是 { 刀 } 的 任何 子 序列 {所 ,} 都 不 是 Ww’ 收敛 的 , 这 是 因为 , 取 
人 (@») 如 下 ; 

oo- [ 如 果 %=%w, $=1, 2 … 
0 如 果 nVi. 

则 LOPE 


显然 {所 .(%)} 不 收 合 ， 口 

J. Hagler 和 了 .Sullivan 研究 了 满足 下 列 条 件 的 Banach 
空间 ， 

定义 1.8.2 Banach 空间 卫 称 为 具 ( 办 性质, 如果 郊 " 的 
单位 球 U( 下 是 w" 序列 紧 的 . 

显然 , 互 是 可 分 的 坊 子 具 (w) 性 质 . 

详细 讨论 见 J Hagler & F, Sullivan,，Smootheness and 
WwW” geduential compactness. Proc. A. M. S. 78 (1980) no. 4.p 
497~p. 503. 

(二 ) (了 ,上 上 D 中 紧 集 . 

上 面 已 指出 ,在 (ZX, | |) 中 三 种 紧 件 是 等 价 的 . 这 里 我 们 
给 出 一 个 有 用 的 定理 . 

定理 1.3.1(Mazur) 若 克 是 Banach 空间 , 4 是 了 节 中 范 
紧 集 ， 则 4 的 闭 凸 包 co(4) 是 范 紧 集 . 

注 ， 若 储 是 典范 空间 ， 则 相应 结论 改 为 60(4) 是 全 有 界 
的 . 

证 明 ， 因 为 是 Banach 空间 ， 故 co(4) 是 完备 的 ， 下 
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面 证 明 co(4) 是 全 有 界 的 。 从 而 co(4) 是 紧 的 . 

任 给 s>0， 由 于 4 是 全 有 界 的 ， 故 存在 4 的 工 网 {zu 
…， 9。 令 了 一 span {m1 …， om}。， 这 样 ,co(zz …， oo) 是 有 
限 维 空间 用 中 的 有 界 集 , 从 而 全 有 界 . 因此 存在 coz,…, an] 
的 于 网 fy …， ym}. 


我 们 有 {yi,，…, ym} 是 c0(4) 的 8 网. 
事实 上 , 任 给 a€co(4), 则 存在 yEco(4), 使 


iy-ol|< 却 . 
设 y= oe, 
其 中 “>0, Dal, aE4. 
从 而 存在 2%,€ {v1,…， ww}, 使 


oo 一 可 二 本 $1 
Lg 
但 六 mow€ o0(mzs …, om), 赦 存在 WE fy …， goj 使 
站 8 
ly 一 袜 woo| < 
i=1 


故 
le- 如 <le- 相 二 ty- 避 sool+ 人 ov- 可 
[3 é 8 
科 训 十 下 十 下 一 8- 口 
(三 ) 了 "路 紧 集 . 
定理 1.3.2 若 卫 是 Banach 空间 , 4 是 卫 * 的 子 集 , 则 
4 是 w* 紧 的 仿 4 是 w’ 闭 范 有 界 的 . 


证 明 : 应 用 共鸣 定理 及 Banach-Alaoglu 定理 吧 可 ， 
77 。 


(四 ) 闷 中 W 紧 集 . 

R. 0. James 经 过 几 十 年 的 研究 给 出 了 判断 Ww 紧 集 的 一 个 
非常 有 力 的 准则 ， 我 们 将 在 (五 ) 中 专门 介绍 ， 

定理 1.3.3 车 4 是 下 的 子 集 , 则 

4 是 Ww 紧 的 今 4 是 范 有 界 且 Ww 完备 的 . 

证 明 ， 由 共鸣 定理 ，4 是 范 有 界 的 伟 4 是 Ww 有 界 的 。 并 
且 4 是 到 有 界 的 会 4 是 双全 有 界 的 . 口 

对 Ww 紧 集 的 范 闭 凸 包 也 有 下 面 定理 ， 

定理 1.3.4&(Krein-Smulian) 若 4 是 Banach 空间 交 
的 w 紧 集 , 则 4 的 范 闭 凸 包 co(4) 也 是 w 紧 的 . 

证 明 ， 本 定理 原来 证 明 较 为 复杂 ， 下 面 将 作为 James 定理 
(w 紧 集 判断 定理 ) 的 应 用 , 给 出 较 简单 的 证 明 ， 口 

在 Banach 空间 马 中 ww 紧 性 、W 可 数 紧 性 、w 序列 紧 性 是 
一 致 的 ， 即 


A 是 Ww 紧 的 由宇 多 4 是 w 可 数 紧 的 全 22 4 是 w 序 列 紧 的 。 


定理 1.3.7 


定理 工 .3.5 (Eberlein- Smulian) 设立 是 赋 范 空间 ，4 
是 子 的 子 集 , 则 下 列 等 价 : 

(1) 4 是 w 序列 紧 的 . 

(2) 4 是 Ww 可 数 紧 的 . 

(3) 对 任何 {zn} C4, 存在 zE4, 使 

lim p(¢,) <p{7) <lim plo,), V9EX'. (1.5) 

(4) 如 果 {Cs}zi1 是 下 中 团 凸 集 递 减 序列 《 即 0% 汪 0,41)， 

使 4N0, 关 8, 则 
ANC OW) #9. 
(5) 如 果 用 是 节 的 可 分 闭 子 空间 , { 瑟 ,}*-1 是 闭 半空 间 
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序列 ( 即 对 某 个 p,E 了 "7, ER!, 号,= fo po 人 2) )， 使 对 
每 个 n, AN MNHiN… 几 万 ,# 则 
ANMN (MH) #0. 
注 ， 对 实 局 部 凸 空间 , 有 (D 坟 (2) 寺 (8) 寺 (4) 壤 (5). 
证 明 ，( 了 D) 坊 由 定义 1.3.1 知 . 口 
(2) 坟 (8) 设 {2o}C4, 因 4 是 Vw 可 数 紧 的 ， 故 存在 {zx,} 
的 子 定向 列 {gy}, 使 局 9E 4，5 即 所 求 的 . 
事实 上 ,对 任何 PE 了 令 7=mg(zo)， 如果 对 某 个 8 
>>0, g(y)>r+s, 则 有 无 有限 多 个 % 使 (mm) >7 十 s, 这 与 了 的 
定义 矛盾 , 故 
PW) <r = Tm plo,). 
同 理 可 得 lim py(X,) <p(9). 
故 (1.5) 成 立 . 口 " 
(3) 坊 (4) ” 如果, 是 于 中 闲 凸 集 递 减 序列 , 使 A010, 大 
0, Vn, 取 zE4N0,， 由 (3), 存 在 yE4, 使 
lim 9%) <9p(9) <lim p(0), VYPE 工 "。 


由 此 ， y€EAN( NO). 


事实 上 , 车 54 门 0。, 则 存在 某 个 wo， 使 3 疆 Cu 由 分 离 
定理 , 存在 ?GE 瑟 ,使 

p(y) >sup{p(%); 2ECre>>snpfg(o)i EOnmt} > 
从 而 99) > lm yr). 
矛盾 . 故 5E4n( 衣 ooJ、 口 

全 一 一 取 Oo= 大 月 责 :月 … 朋 页 。 即 可 . 口 

(5) 过 (1) 首先 4 是 Ww 有 界 的 ， 事 实 上 ， 否 则 存在 pE 
碟 ， 使 sap{p(w);wE 4 一 十 o0, 令 了 ,一 全; p(w) 之 志 , 则 

ss I9 。 


也 ,满足 (5) 的 条 件 , 但 
站 H,=0, 
矛盾. 故 和 4 是 Ww 有 界 的 . 
设 {2,} 己 4, 令 天 span{wmw}, 因 1 是 可 分 赋 范 空间 , 故 
在 M ”中 存在 关于 玖 全 的 (total) 序 列 {pj， 即 当 w yEM， 
wz*y 时 ,存在 po 使 Ps(z) 夭 po(y). 
由 于 4 是 w 有 办 的， 故 对 每 个 mm，{pn(cs)j2: 是 有 界 数 
列 . 用 Cantor 对 角 线 法 , 选 {zw} 的 子 列 {y,}, 使 
lim pm(y。) 一 co( 存 在 )， 对 每 个 m. 


考虑 半空 间 序 列 ; 
Hi,w= je 人 X; pn(o)s 天 +or， 


Hi ee XZ; mm 人 >o- 惠 
其 中 mm, 为 正 整数 . 
由 加 选取 知 ， 
ANMN CM HEaN Ha)) #0 
由 条 件 (5) 知 
ANMN CM (AEsN HD) £0. 


S vyEANMN(G MN (Hi Ha)), 
则 gm(y) = om 对 一 切 m. 
下 面 证 明 yy， 事 实 上 ,只 须 证 明 
lim p(y 一)<<0， 对 每 个 pE XY". 


否则 ,存在 pE 瑟 ” 某 个 se>0 和 {y,} 的 子 序列 {4%。}, 使 
92(s 志 VC) 十 8s， 对 一 切 2. 
设 互 ={EXip(o)>>P(J) 十 sj 则 对 每 个 % 


ae 80 。 


4nMnEn( A HSN Haw) 
含有 {2»} 的 项 , 由 (5), 存在 % 使 
:EANMN HN 局 Ren Hi,np). 


故 pm(2) =Cm， VM， 从 而 oo (2 一 pm(V), Ym， 由 于 {pw} 是 在 
于 上 全 的 ， 故 y=zE 瑟 ， 由 肌 的 定义 知 p( 人 >>p(y) -+s， 子 
盾 ! 。 这 表明 局 y， 口 

为 了 证 明 w 可 数 紧 集 一 w 紧 集 , 我 们 先 证 明 下 述 称 为 
Whitley 构造 的 引 理 . 

引 理 1.3.6(Whitley 构造 ) 设 4 是 赋 范 空间 下 的 相对 


w 


w 可 数 紧 集 , 则 对 BETECA)”, 存在 和 Ed 使 owEX, 且 
& 一 Jx(o) 一 中 即 
SrA CS A™) CTz(T). 

其 中 ,Jx; 一 卫 ” 是 典型 通 入 映 象 ， ”表示 4 的 w 序 列 闭 
包 , 即 当 x€ Zr" 时 , 必 存 在 {2,} 4, 使 加 一 2. 

证 明 ; (1 先 证 一 个 命题 ; 设 型 是 立 " 的 一 个 有 限 维 子 空 
间 ， 则 存在 V1, ”7 mES(T), 使 

max {|p(zn) |; 1<h<) > 1ol, veEM. 

命题 的 证 明 ; 由 于 1 是 有 限 维 的 , 故 (ML) 是 紧 的 , 从 而 存 

在 S(M) 的 卫 网 {ps …, prj， 选 vo1,…, wnES( 卫 ), 使 


px(oz) > 各 
则 对 任何 pgEMM(p 天 0), 选 pn, 使 
| 2p 

| oT 估 


1 
< 到 


从 而 
。81 。 


maxf1p(co |; 1<hEn} > 19 (en,) | 


之 jp| (| pr, Cy,)| ~— [gy — prion) |) 
>( 了 -了 )lpl = 去 lol. 口 


(2) 下 面 分 四 步 进行 证 明 . 
四 选 {0}C4, {pn}CS(X')， 和 自然 数 增加 序列 mmr(%)， 
使 


mar {lp -Dl, 1<hemln)} < (1.0) 


事实 上 , 因 BEJz(4)™, 任 选 p1 ES(X"), 则 存在 wi€ 
4, 使 
[Xp 1 D>|<1. 


令 M; 一 span{G， i}, 由 (1) 中 命题 知 ， 存在 Pa, “"', Pm 和 
S( 革 ,使 


max{| (pn) |;2<h<m(2)}> |, vr EM:. 
再 根据 DEJECADw, 存在 mE4 使 
max{ |Cps, a— >|; 1<h<m(2)} < 去 . 


令 M, = span{®, by, £2}, 由 (1) 中 命题 知 ， 存在 Pima) tl ”3 
Pw)ES( 卫 "), 使 


max{ | po); m2) <h<m(8)}>4 IV). vw EM 


再 由 BEJx(4)”, 存在 ws€4, 使 
max{ |Cpy, $s~ $>|; 1<h<m(3)}< 诗 . 


继续 这 过 程 ， 即 知 中 的 要 求 是 可 以 做 到 的 . 
固 由 于 tojc4， 且 4 是 相对 到 可 数 紧 的 ， 改 {ws} 的 w 
a。 82. 


闭 包 点 必 存 在 ， 首 先 证 明 若 = 是 {zw} 的 w 闭 包 点 , 则 
snpf| Cpr, 2— DY); 4=1, 2 > 加 (1.7) 
事实 上 , 令 NW 一 span {wn}, Mo 一 span {G, 6,}, 则 wzENW。 容 


易 看 到 4 一 5E Mo. 
当 VDE span {G， zn} 时 ， 由 {pn} 的 选取 知 ， 


sup{ | (po ;=—1, 2, > 到 1. 
从 而 , 当 罗 E Mo span{5$， tt} 时 ,也 有 
sup{| 罗 (gD) bb-1 2,…}> 吾 ||. 
(因为 Epom {0 各}, 故 可 选 罗 ,Espan{D, 如) 使 于。 一 
多 对 任 s>0, 选 久 ,, 使 | 罗 , 一 罗 上 <a, 再 选 ww 使 
[B,Cp2) [>sup{| (pn) |, b=1, 2, …}—e> 训 |).|-e, 


则 
sup{[W (pw) |; B=1, 2, £5}>|T (py) |> |V, (pn) | —s 


> 六 [D1~2e> 本 | 下 | 一 3e， 
由 任意 性 , 有 
supf| 于 人 pD1 B=1, 2 …} > 去 | 加 |.) 


特别 地 , 因 $ 一 CE Mo 故 代 .7 成 立 . 
@@ 下 面 证 明 对 {z,} 的 任何 w 闭 包 点 纪 有 
pn, 2 一 G>=0，YV1H。 (1.8) 
事实 上 , 辕 定 %, 对 任何 s>0. 因 2p<m(2， 故 各 (Oo)_7A- 
=o， 选 充 分 大 p 合 号 < 且 友 (p)>>4。 考 虑 的 严令 域 z 十 


se 3S3 。 


(pr 二), 由 于 o 是 {ov} 的 轴 闭 包 点 ， 可 选 四 >m(p)， 使 
国 工 
{pr Cw 2m) |< 三: 
由 于 n>m(p) > 加 故 由 (1.6) 知 
[po 名 - 劝 |< 志 . 


(因为 mmm)>m>m(p) 之 b, 故 |《pw,%,, 一 B》| < 去 < TE 
1 
3): 
从 而 
{pr, 2 一 办 | 和 | 《po £0.— B>| + [Cpr, 2,,—£)| 
一 二 一 。 
p 

由 于 8 是 任意 的 , 从 而 |<pn, Zz 一 6》| =0, vi、 即 代 .9 成 立 ， 

图 若是 {zw} 的 Ww 闭 包 点 ,由 民 .7) 及 (1.8) 知 ， 
从 而 $=， 故 {w。,} 有 了 唯一 的 闭 包 点 ,这 个 闭 包 点 就 是 ,因此 
xz > 古 ， 口 

定理 1.3.7 若 4 是 赋 范 空间 蕊 的 子 集 , 则 

4 是 相对 w 可 数 紧 的 会 4" 是 Ww 紧 的 . 

特别 地 ,4 是 w 可 数 紧 的 沪 4 是 w 紧 的 . 

证 明 : 由 于 4 是 相对 Ww 可 数 的 ， 由 共鸣 定理 ，4 是 范 有 界 
的 ， 从 而 Jz(4)” 是 w’ 紧 的 ， 由 引 理 1.3.6, 

Jzx(A)™wCJz(T). 

由 于 Jx: (了 ,WW) 一 > (Jzx( 卫 ), Ww”) 是 线性 同 胚 的 ， 故 A™ 
是 w 紧 的 (事实 上 ,这 时 有 JzxC4") =Jx(4)™. 这 是 因为 ， 
显然 ,Jx(4")CJzx(tA)”…, 另 一 方面 ,由 引 理工 .3.6 知 ， 


‘eo S4。 


J A CT A CTx(A"), 
故 JxtA™)= Tr(A)™,) 

当 和 4 是 w 可 数 紧 时 , 则 4 也 是 相对 w 可 数 紧 的 ， 从 而 A™ 
是 Ww 紧 . 但 4=A4",， 故 4 是 Ww 紧 的 。( 因 4 是 Ww 可 数 紧 的 , 
故 AZ™C4，, 从 而 ,由 引 理 1.3.6， 

Tx(AW) IxA CTA") CTA), 
故 4A"CA4CA™, 从 而 4= 有 A" 站 癌 

注 ; 及 “中 Ww* 紧 集 未 必 W* 序列 紧 , 见 本 节 ( 一 ) 的 例 . 

(五 )James 定理 . 

(TI) 由 于 Banach 空间 及 是 自 反 的 当 和 且 仅 当 U( 邓 ) 是 w 
紧 的 (证 明 也 可 见 第 四 章 )。 所 以 w 紧 集 的 判别 法 与 自 反 性 有 
密切 联系 . 

R. 0. James 1950 年 证 明了 , 车 了 是 具有 基 的 Banach 空 
间 , 则 U( 卫 ) 是 Ww 紧 的 充 要 条 件 是 对 任何 fEX*， 存 在 jE 
S\ 了 ), 使 fv)=1f|. 

1957 年 , R. 0. James 证 明了 上 述 定 理 在 可 分 Banach 空 
间 情 况 下 仍 成 立 。 1962 年 J 工 . Klee 猜测 ， 这 个 定理 在 一 般 
Banach 空间 也 成 立 ，1964 年 ，R. 0. James 证 实 了 Klee 这 个 
猜想 ,并 且 在 1972 年 他 又 给 出 了 较 初 等 的 简化 证 明 . 

定理 1.8.8(James 定 理 ) 车 于 是 亚 完 备 的 局 部 点 空间 ， 
4 是 有 界 w 闭 子 集 , 则 

4 是 Ww 紧 的 当 且 仅 当 对 任 fEX'*, 存在 w€ 4 使 

f 2)=sup{ f(9); yE A}. 

(TI) James 定 理 的 证 明 . 

(1) 总 是 可 分 Banach 空间 情况 . 

引 理 1.3.9 若 卫 是 Banach 空间 ,0<0<1, 若 (名 )C 
U(X ,使 得 当 fEco( 有 时 ,| 有 | 之 89， 又 设 {mw} 是 正 数 序列 ， 


满足 条 件 ， 总 1， 则 存在 一 个 数 a，9<a<1， 和 一 个 序列 


* BO 


{o 使 得 
© gn Eco(f,, far “…), 
@ [Sg -a 


@ 对 每 个 | 高 hg|<a(1-0 写 %) 
证 明 ， 首 先 选 {e}， 使 w>0, 且 


下 面 分 两 步 进行 . 

(A) 归纳 地 选取 {g,}. 

令 aa=inf {lgl; yg Ec0(f)}, 则 0<o<1, 
选 gy€Eco( 户 ), 使 1g <<ar(1++ 81). 


(1.9) 


邻 oa=inf {hagst (SD jg gEco(fo, fo ,G0))}, 则 0O< 


C01l, 
选 gaEco( 户 ， fs, pp 使 


1 29 十 人 3 ))gs [<o(1+ ea), 


继续 这 个 过 程 , 得 到 {g。,} 满足 : 
(a) gnEco(f,, frr ), 


Ob) ht Dh) 
其 中 


[<mllte,), 


(1.10) 


0 =~ inf { Sget S ma)ol; 9Eco(f jp 


(B) 验证 {9,} 满足 定理 的 结论 。 
只 须 验证 加、@@ 成 立 ， 
。86 。 


(a) 加 成 立 ， 显 然 , 9<o<on<1， 故 wrya, 有 征 b<a< 


1 
由 于 hgu| <1 又 筷 是 Banach 空间 故 YX 存在 
$4=1 


又 由 于 
“<| ng + (Dh) <alite,) 


及 8 一 0, 故 
[Bao -haw(Sngt (Bn)o)) 


-Hel Smt 人 | 


= lim a, = wa, 
n 


故 四 成 立 . 
(b) @ 成 立 ; 首先 证 明 对 一 切 %, 有 


[Bo < [DD] 


Mon 1+ en) 
ED BD eo 
事实 上 ， 
Sg- * S\N gt A Mg 
之 0 人 cr 1 


“<a! ng Se | 


$=n 
. S87 。 


b> As nl1 
ee | 
> 


< 一 人 (1 二 8)) 十 二 


让 | 
罗 和 va Cre. 1 
六 9 i 林 
:二 | 种 
故 (.11) 成 立 . 
由 妨 ,11), 得 到 
| |<B) 
(> 40n 1 过 本 
(Zn)( )(Z%) 
由 (I.11) 及 (1. ( 
Sg (<( (2 jn) 
x( or 和 ns( 工 -|- en) + .01-1 (1 + en-1) 
OC 名 (EY 
志 i | Sn |) ) 


和 一 和 一 


反复 应 用 11), 得 到 


No (1 + 81) 
pat 91< <( 交 > 总 (2)( wn) 


ae) on 


。 S88. 


<e( 训 ) 祝 二 一 一 +1-0) (根据 (1.9)) 


(Ds) 


= S < 1 一 一 1 一 
(BS? Wis Sn 0) 
-af 3 A 1 1. 1—0 
(A 
CT -0)=a(1-0( 部 %)) 
故 @ 成 立 . 口 
定理 1.3.10 苦于 是 可 分 的 Banach 空间 , 则 下 列 等 价 . 
Q 子 不 是 自 反 的 . 


@ 阁 0<9<1, 则 存在 ( 记 ) CI( 开 9) 使 得 当 JEcof 思 ) 
时 ,有 | 用 >0, 是 广 王 0. 

@ 若 0<0<1，j>0CYmD， 袜 -也 则 存在 一 个 数 
o 0<w<T 和 {gn}CU(X"), 使 

(A) .>0, 

(B) | Pb | 二 0 

@ 存在 JE 碟 * 不 达到 它 的 范 数 ， 亦 即 | 川 >fc)，vzE 
U(X). 

证 明 四 沪 回 因为 了 是 非 自 反 Banach 空间 , 从 而 全 
一 Jx() 是 卫 ” 的 真 闭 子 空间 ， 由 Riesz 引 理 知 ， 存 在 PE 
SC 中 ,使 dist(P, 叶 )>>0. 

选 a>0, 使 
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TS 

因为 互 是 可 分 的 , 故 存 在 互 中 可 数 稠 集 {z 小 . 
对 任何 国定 n>>2, 令 061=…=6,-1 一 0, 6, 一 0. 
对 任何 cl …，cn( 不 妨 设 w 关 0)， 我 们 有 


pa a |= |arc,| = [oe,19= |a,|: Er 他) 
<lo lo slrt | 
digt(F, X) 名 om 


六 一 工 人 
Cr 五 十 pa i 和 | 
邓 一 工 


_ 0 
dist(F, £) 
于 是 Helly 定理 条 件 满足 ， 应 用 Helly 定理 ， 存 在 f+1€ 
太 " 使 
0 
[al tb 
fst =0, 1<i<n—1, 
五 (六 一 由 
从 而 得 到 { 外 C 区 ”使 
lm Ac =0, Vi. 
因 {ww} 在 和 中 范 笛 , 故 
/0. 
又 当 了 Eco( fi) 时 , 不妨 设 /一 之 Bif， 其 中 Bi 为 “ 同 组 合 
数 ”， 则 
P(N -DBR -有 
由 于 1FI=1, 故 上 |>>9. 口 
加 过 加 由 引 理 1.8.9 知 ,存在 {9,}Eco(f,…), 使 


Pa 


ea 90 。* 


且 对 每 个 和 
于 二 和 天 < 
和 9 <c(1- 0 ). 
又 因为 记 > 0, 故 
gS 0. 口 
@@> 四 在 @ 中 总 yg, 就 是 不 达到 范 数 的 "中 元 ， 
事实 上 , 任 取 wzED(XY), 则 g,(4) 一 ->0. 
选 , 使 得 当 m>n 时 ,有 gn(z) <a9, 则 
> 和 ge(O) < 六 Ng (%) 十 oO D2 
<a(1— 0 A ) +o0 > 入 ; 一 < 门 


@ 芒 四 车 肚 是 自 反 , 则 对 任何 EX*, 由 Hahn-Banach 
定理 ,存在 ZEX, 使 1FI=1, 且 1fi= 了 FO)， 但 了 ”= 
Jx( 玉 )， 故 存在 某 个 4E 及 ,使 =z 故人 zl=1 和 且 f 人 w= 
| 开口 

(2) 一 般 Banach 空间 情况 . 

先 说 明 一 个 记号 . 若 {pw} 是 "中 有 和 界 序列 , 记 

L(gp,)={W; WEX"”, 
limg, (vs) <W(s) <lm p(w), Yo EF}. 

注 荆 了 (po) 不 信 . 

事实 上 ， 考 虑 易 象 也: 于 一 > 了, 7(O) = (guo))， 则 卫 G 
B( 了 ,1 )， 其 中 卫 ( 王 ，1) 表 示 妃 到 1 的 有 界线 性 算 子 全 体 ， 
且 Zl<supjgsj. 令 LimE 信 是 一 个 Banach 极限 (参见 关 营 
直 编 泛 函 分 析 讲 义 , 1958 年 版 , p. 99), 则 

lim ps(z <Lim 9p,(2)<Tm p,(»). 
故 Lim oT E L(g,). 
es Il 。 


注 2. 若 WeLt(y,), 则 JWi<suply,l. 事实 上 ， 
[WW (2)| <max {llim p,(2)}|, |lim gp,(%)|} 
<suplp,l ol. 


故 Wl<suplp,l. 
引 理 1.3.11 令 且 是 任何 Banach 空间 ,0<9<1, {/} 


CU( 了 "), 假设 对 任何 fEco(f,), WEL( 访 ， 有 1 上 WW 一 fi>> 
0, 并且 设 入 >0, 局 = 也 则 存在 mw 9<a<2， 和 人 oj c 
I( 工 9?， 具 有 下 列 性 质 : 

@ 对 每 个 WET(g,), | 习 hn(9n~W)|= 

@ 对 每 个 玉 EI(g,), 和 每 个 % 

D> “lg.—W)|<a(1~0( DN )). 
证 明 ， 首 先 选 %>0, 使 
Nn En 
D2 ‘(Bo)(B) %) <1—0. (1.18) 

下 面 分 两 步 进 行 . 

(A) 先 构 造 gr 

令 风 = 六 Vi 


令 


ol -inf {sup{ lg-Wl; WEL( gp)}}. 
ee 

我 们 有 0<ou<2. 

(事实 上 , 因 |g~WIi<lgl+IWi<2, 故 e<2, 另 一 方 
面 ,因为 wzEco( 户 , fri,…'), 故 

lim 户 (z) <lim p12) <Timop,(z) <Bmf.(%), Ye EX, 
从 而 (gn) CC 所 DA W EL pn) (CL)), 9EcO(f') 
时 ,| 一 歼 |>>0， 从 而 
。92 。 


sup{lg~—W]; WeEL(g)}>0, 
Vg9E CO fn), gr Ecol fr, ……). 
故 @>>9.). 
选 gyEco( 思 ) 和 {pf?}, 使 对 一 切 gOP EcoC fi, frs, *…) 
Ea<sup{lg— Wi; WEL(gH)} < 二 sn) 
选矿 "EZ(w9P)， 使 
all—en)<|g—w'| <ol(l+e1). 
令 21EU( 王 ), 使 
ol1~ 8) < (gi—W) (E). (1.14) 
由 于 Lm gH(¢1) <W’ (5), 
故 有 {gf9} 的 子 序列 {y 四 }, 使 
lim JV(z) =1im gz), 
则 对 玉 EILCY8D), 有 
lm oY (3) =lim YPE) = WE) <W' (Ez). 
由 (1.,14) 知 ， 
ol~en) <(g—W)(z), YW ELWD). 
再 令 
a=inf {sup { hg1+( 襄 hs g—W ET 站 


8Ec0(CY VE | 
PrECO YE’, YEA, ...) 
x=2, 3… 


则 dou?. ( 因 lg <1, lgl<1, [wl<1, 故 me 和 2 
Mgt (Nh) gE oo0( f.), pe eeot We) Co0 fo 


frr …)， 故 <oo)， 
骨 选 gs€ co (W999， 旭 ，…)， 和 gl2; >>2}, 使 pf2 E 
CoC 由 扣 ,，…), 对 一 切 ;>2, 县 
| -Wl we | 
<os( 工 十 sa)， 
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选矿 "EZ(Y 多 )， 使 

Ng +t (Bh) 0 一 Wi| <os(1+ 82), 
令 zaEU(EZ), 使 

oa(1— 2) <hgiCms) + (BN)ga 22) —W’ (Es). 

再 选 {pf 人 9 52>2} 的 子 列 {9; $2>2}, 使 得 

cal1— eo) < (Mgit (Bh)g— W)C), VW E LN), 
继续 这 个 过 程 , 令 
min feep {wrt -wi|; 


PE VE DD, SEY, ee*) 
kn 


Qa1— 8»)< 


WE L(g;) } 


则 0 和 oa 委 …< 和 os 和 2. 
选 g,Eco(yeD, 册 呈 9 …) 和 {p89; 6 之 n}, 使 


GEO DY, ph, 7), Vi 


a 
We L(g)) <mG+e， (1.15). 
再 选 W EL(gb*), 使 
加 nt 六) -WW 
令吉 EU(X), 使 
a (1 — en) <( 号 % nt+(D PN)gs — W’) (a,). 
又 得 到 {p49; 这 内 的 子 序列 {9;5 二 介 ; 使 得 
.94 


; ‘ 


<o, (1+ es). 


an(1—e;) < | 


om( 工 一 6) <(H A gi 十 人 jg -WW ) (za), 
vW EL(Y™). 


这 就 完成 了 {go} 的 构造 . 
(B) {g} 即 为 所 求 的 ， 


(a) 对 一 切 WEL(g), | 号 Mg- 天 | -= 


(1.16) 


事实 上 ， 由 于 0 和 os 委 … 委 ai 和 am 和 2， 故 lim On = 存在 ， 


且 0 和 xs2. 
又 由 于 工 (9 CCD) cI), 
gi EcoON YD) ss gaEcofWD)iza， 机 


N 
C0 (9 ) 1>3 
NN 
CoOCpE) ss1 
,Gro ECOPET Dom, nti ECOCPES) smnotl 
站 N 
co(8Y ) tn Co (PH) isnot1l 
站 N 
co ) issn CO DD) sno 
站 N 
coO (内 ie co TD) ;> 


故 {gn; % 之 nw0} Cco Ch YD) i 
Ceo (gD )isn. 
从 而 工 (g,) CLO” 了 D) ;ssn,), V 正 整 数 n0. 
显然 ， 世 (Gh D) 6pm) CD PY) sm), 
Y 正 整 数 ?0. 
由 (1.16), 对 任何 WEL(g;) CL”)， 


on(1 ~ 8n) < (号 Ngi+t 位 Mg- W) (2,). 
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故 由 (1.15) 
onC1— gn) < | Fa 0 十 (> jg w| 
<sup 和 | by 邮包 十 (F Ng ) -wl We zf] 


<o(d 十 se)， 对 一 切 开 EL(g;). (1.17) 
间 引 理 1.3.9(B) 的 证 明 , 即 知 


6<v= Sng Wl<2, vyW EL(g,). 


即 (a) 成 立 . 
(b) 对 每 个 开 ELK(g,)， 和 每 个 n， 


ato — Ww)|<a(1-0( BS»)). 
事实 上 , 首先 , 我 们 有 下 式 成 立 ; 
[wow))| 


(Bt NW) 
和 
对 一 切 %, 及 WEL(g,). (1.18) 
事实 上 ， 


| 全 xc = 到]| 


二 


Sn n—1 SN 
安信) 二 时 一 hg»—W) 
A > 


| 和 DN 
= A! 宇和 (9 一 WW) + (gn W) 
< | ng W) 十 Eg.-w)| 

2% ¢=1 汪 一 外 


096. 


bp3 A ;nn—1 
+ nw)| 
2 


-| 


十 -< 1 


Ms | xi 
一 | 局 Ng 一 矿 )| (根据 (1.17)) 


(elL +e)) + Ee -| Sng w)| 
3 


他 
$=n 


$= 


3 Non (1+ en) i ls 2 . 
| 


即 民 .18) 成 立 . 
下 面 估计 | 为 2(g 一 配 )| 
| 澡 %tg 一 WW) | (根据 G.18)) 
< Sn {Melt en) 
ET 
+ 二- 号 Cg 一 现 ) 上 (根据 (1.18)) 


< Ms tes) Not0n 1(1+ ers) 


DN S > 
2 


1 | ,| 
+ Sg W)| < 

1 入 $=1 

1 
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SI 和 hn) a 
<() Tl A (3 jj( 了 和 ) 


<a( Dl ) Nl te,) (由 (1.18)) 
( 


[ER 


~ 2 
<o 人， (总 EE 1) + 0)) 


=c( 总 »)( 1 -0)=o(1- (SS %)0). 


故 (b) 成 立 , 即 {g,} 满足 所 要 求 的 性 质 口 

定理 1.3.12(James 1964, 1972) 今夏 是 Banach 空间 ， 
则 下 列 等 价 : 

Q@ 子 是 非 自 反 的 . 

加 如 果 0<90<1, 则 存在 {. CT (和 拒 的 一 个 子 空间 
是 o， 使 得 对 任何 JEco( 亡 ) 及 万 Ed 人 及 JE f(z) = 
0， Yrz€E 了 Xo}, 有 |f 一 Wl>>0， 且 氛 (2) 一 0, VE Xo. 

@ 如 果 0<6<1 且 h‰>0, 习 ‰=1, 则 存在 一 个 ,9<a< 
2, 和 {gn}CUCX'), 使 得 对 一 切 玉 EL(g,), 有 
Pg W) | 一 0 
有 [BW) | <e(1-0( BS, 2)), 

Y 正 整数 m。 

@ 存在 JE 不 达到 它 的 范 数 . 

证 明 ， 仆 一句 根据 $1( 四 ), U0( 了 ) 是 w 紧 的 当 且 仅 当 
U( 于 ) 是 Ww 序列 紧 的 ,容易 得 到 ,车 及 不 是 自 反 的 , 必 存 在 一 个 
可 分 子 空间 0o, 它 不 是 自 反 的 .应 用 定理 .3.10 于 咏 o 得 到 
一 个 序列 { 记 }CU( 对 ") (此 处 实际 上 应 用 Hahn-Banach 定理 
将 及 EUC 对 0) 保 范 延 拓 为 UC 有) 的 元 ), 使 f(z) 一 0, Vw€ Xo, 
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上 且 1flzx=sup{|f(2)|; ET(EZo 0 VEcof 从 而 对 
任何 fEco( 所 ), 及 WEX6, 有 

Wl> lw ,sap {fo) Wo) 1} =| ls 

宇 90, 口 

四 一 @@ 因为 lm 凡人 o) -0, Vw Eo, 故 了 ( 记 ) CCX. 
从 而 jg 一 川 >0,， VgEL(f), 由 引 理 1.3.10, 即 得 满足 图 中 
条 件 的 {g}， 口 

国 坟 @ 首先 取 和 >0 翌 i- 及 4 使 0 一 4< 爷 ， 
且 j4a< ho( 事 实 上 , 例如, 选 4= 可 ,和 -1 一 了 二 


($n 


我 们 将 证 明 忆 和 nCg, 一 WW) 不 达到 它 的 范 数 ， 对 一 切 WE€ 
L(gn). 

事实 上 ,， 若 wEVU(X), 则 lim g,(%) <W(2), YW € L(go), 
由 于 0<a, 必 有 正 整 数 %(2), 使 

(gnwy+i— W)C%) 二 太一 24< 和 ol 一 24 

(否则 ， 从 某 项 之 后 ， 均 有 外 (一 下 (> 人 2 一 24>0， 故 ji 
gn(2) > 到 (2) 矛盾 , ) 

从 而 


oo 3f2) 
Dh WD) < 之 hg W)(s) 
十 (ab 一 24) 和 Xeontdi 十 >, Mg9i—W)w) 


十 (abg 一 24) 和 ooti 十 2 ss 和 


|| n(x) 
<| Sg Ww)| 


<all 一 0( 2, %)) + a-2N)Mwnt24 FT % 


YA) 二 
a— Ntag-24)<a YiEUC(X), 
4=n(w +2 
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但 | 总 xco -四 | =- 


故 翌 j(g。 一 奢 ) 不 达到 它 的 范 数 ， 口 


由 一 四 显然 . 口 
(HI) 关于 w 紧 集 充 要 条 件 的 James 定理 。 
(1) 可 分 情况 . 


定理 1.3.13(James) 设 开 是 亚 完备 局 部 是 (Hausdorf 人 ) 
空间 , 刀 是 页 的 可 分 有 界 w 闭 子 集 , 则 下 列 等 价 : 

QB 不 是 w 紧 的 . 

@ 存在 0>0 和 等 度 连续 序列 {人 CX", 使 

Sa( |f1)=sup{ |f(8) |: 5€ B}>0, YE olf), 

且 lim f(b) =0, yo EB. 

@ 存在 0>0 使 得 如 果 加 >0， 忆 和 一 1 则 对 某 个 o> 
9 和 等 度 连续 序列 {g,} 下 ,有 

lim g,(5) =0, vbEB, 


)=a 
和 Sz( Sn gs )<e1-0 3 %), yn. 


@ 存在 gE 了 叉 “, 它 在 B 上 不 达到 上 确 界 . 

证 明 ; 四 一 @@ 由 于 耻 是 (Hausdor 作 局 部 凸 线性 拓扑 空 
间 , 故 矶 线性 同 胚 于 了 [的 一 个 线性 子 空间 ,其 中 蕊 区 ?是 
一 族 Banach 空间 {下 y; 7 ET} 的 乘积 空间 . 

又 由 于 互 是 局 部 凸 的 , 故 co(B) 是 不 中 有 界 闭 四 集 ， 且 
五 是 亚 完备 的 ， 故 co (B) 是 完备 的 ， 从 而 co(B) 可 
以 看 作 下 碟 7 的 有 界 闭 四 集 , 由 Mazur 定理 , 它 是 有 界 Y 闭 凸 
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集 . B 在 co(B) 中 是 w 闭 的 , 故 可 看 作 开工 中 的 w 闭 子 
集 . 

令 B,=P,B, 其 中 P,. 下 避 一 人 > 是 投 影 算 子 . 由 于 B 
是 可 分 有 界 的 , 故 B, 也 是 下; 中 可 分 有 界 集 . 

由 假设 , B 不 是 Ww 紧 的 , 则 至 少 有 一 个 7, 使 BF 在 全 中 
不 是 w 紧 的 (车 每 个 到 在 ( 环 ,, Ww) 中 是 紧 的 , 由 IIHxomoB 定 
理 ， 于 局 在 了 (XY, w) 中 是 紧 的 ， 但 w 拓 扑 的 乘积 等 于 条 
积 空间 的 w 拓扑 ， 故 全 在 (全 子 yw) 中 是 紧 的 。 又 BC 
By, 且 B 是 (IT w) 中 闭 集 , 故 是 (了 ] 了» w) 中 紧 
集 . 故 B 是 Ww 紧 的 . 蔬 盾 ! ) 

令 了 y=span Bx = span B;， 则 了 ,是 也 中 可 分 子 空间 ， 
并 且 B3 是 有 界 vw 闭 ,但 非 w 紧 子 集 . 

故 不 妨 设 下 是 可 分 Banach 空间 ，B 是 茸 的 一 个 有 界 w 
闭 但 非 w 紧 子 集 , span 了 = 和， (事实 上 , 假如 我 们 得 到 ;的 
等 度 连续 子 集 { 六 }， 使 得 当 户 Eco( 方 ) 时 , 有 B85r (| 户 |) = 
sup{|f7(5) |; 5E BF}>0, 且 

Hm f%(6) =0, VoE BY, 
那么 , 我 们 令 户 是 ( 卫 .)) "中 第 y 个 坐标 为 启 , 而 其 余 坐标 
为 0 的 元 .又 若 7: 节 > 全 下 ,是 上 述 的 线性 同 胚 , 则 
f"=f"°TERX,, 
且 {7*} 是 了 X* 中 等 度 连 续集 ， 又 当 了 Eco( 了 ") 时 , 存在 访 E 
co(f 中 ,使 Sp(|f1)=Ss,(|fy|) 故 由 Bs,(|fy|) 一 Ssz (|fy1) 
之 0, 知 Ss(|f|) 之 0, 并且 ， 
lim f°(6) =lim f$(P30) =0, VbEB). 

下 面 分 两 步 进行 . 

(A) 令 0C 是 下 * 赋 以 范 数 Sa(jf|) 记 构成 的 赋 范 空间 , 即 

sj0l12 


C=-( 开 Sa))， 又 令 0= (和 5 Sn) 且 在 CO" 上 赋 
以 相应 于 Sa( 1 了 7 ) 的 共 狐 范 数 | ies, 即 对 FEO 
IFler=sup{| Ff)); JE Sap(|f|)<1}. 

将 B 中 元 典 入 公 0* 中 ， 即 对 每 个 EB, 令 z(f) 一 f(%)， 
YEO, 则 BCU(O*) (因为 12( 有 )|=|f(w)|<Ss(t|f|)， 故 
izla<D). 

根据 Banach-Aloglau 定理 , U(0*) 是 ol0*, O) 紧 的 ， 故 
Jx( 了 XX)NnO*EO*， 事实 上 , 车 Jx() 0*=0", 则 

OCJzx(X). 
由 于 是 o( 肝 ,下 ) 闭 的 ， 故 如 是 ol0', 0) 闭 的 ， 因 为 BC 
0(O"), 从 而 B 是 o(0*,，O) 紧 的 , 由 此 得 到 B 是 o( 尺 ,对 ) 紧 
的 ,矛盾 ! 故 Jz( 互 ) 站 CGO". 

(B) 选 7EOAvr( 开 )， 且 令 M=sap {lzlizEBT. 

令 四 | 表示 yw 在 开 ”“ 中 范 数 ,显然 Iqj< 2 lolo 

因 不 是 完备 的 ， 故 .Jx( 卫 ) 在 开 ” 中 是 闭 的 ， 从 而 

d=dist(n, Jx())>0. 


令 4- 人 .又 因 世 是 可 分 的 , 故 在 下 中 存在 可 数 笛 集 fc 应 
用 Holly 引 理 可 选 { jc” 使 1 所 1<1, 且 
户 (o) 二 = fn) 一 0， n(f,) =4. 


(事实 上 ， 对 任何 固定 %， 考虑 Jzxlwi)， “3 wzr(on)， 7, 和 
01 一 … 一 6,=0, ont4 一 4， 对 任何 纯 量 cj …，wsa， (不妨 假设 
(ci 天 0) )， 有 


| Saas =|@rd| = larsl $a 


- 人 | 
< [css 部 |9 二 之 2 和 | 
| 


| 


1 1 人 | 
主 |enn 4 访 % 人 
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因此 ,应 用 Helly 引 理 ,存在 大 E 和 "| 太一 可 十 可 < 怀 使 
(20) = = fale) =0, (fn) =4) 


容易 看 到 ， 所 ~”> 0, 特别 地 ,有 


f.(8)->0, VbEB. 
又 由 于 中/ < 二 故 { 及} 是 等 度 连续 的 . 


并 且 , 若 fEcol( 所 ), 则 六 衬 Bj 其 中 ,为 凸 组 合 数 ， 
故 


n(f) BBn(f) -4>0, 
)|_ 4 


因此 ， Bal|f) = Iflo> Lt 


[oloe fo 
规定 0- 则 { 放 } 即 为 (b) 中 所 要 求 的 . 口 
回 二 @ 同 定理 1.3.10 证 明 ,只 须 用 Ss(|f|) 代 车 上， 
并 且 利 用 { 所} 的 等 度 连续 性 及 B 的 有 界 性 得 到 BB, 使 得 0< 
mc 有 (代替 0<o<sD， 并 且 得 到 m_jmw 及 0<asB， 即 
可 . 口 
国 坟 @ 令 9g- 衬 ing。 则 yg 在 B 上 不 达到 它 的 上 确 
界 ， 囊 实 上 , 令 wEB, 则 g,(z) 一 0, 选 n, 使 得 当 m 之 n 十 1 时 ， 
有 gm) <<ob， 则 
b> Nh nw) < Ngi(o) + DN 
<Ss( 高 %g|)+0 沪 ,% 
<a(1-0( DB X))+og DB Ms 
=a=8a( Shig: ) 
-suop {| go |; EB}. 口 
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图 汪 @ 根据 BB 是 w 紧 的 及 
EX'~(F, oF, BF'))" 


即 知 ， 口 

(2) 一 般 情 况 . 

定理 1.3.14 若 刀 是 亚 完 备 局 部 凸 (Hausdor 存 ) 空间 总 
中 有 界 w 闭 子 集 , 则 下 列 等 价 : 


QD 8 是 不 是 Ww 紧 的 . 

名 存在 90>0, 和 的 子 集 Bo, 及 他 "中 等 度 连 续 子 集 
{fn}, 使 得 当 f Eco0(f,), WEBI {ffEX*, f(Bo) 一 0} 时 ,有 
Ss(|f—W|)=90, lim f,(%) =0, Yw€ Bo. 

@@ 存在 9>0, 使 得 如 果 {} 是 正 数 序列 , 且 

2 
则 存在 a>>0 和 及 的 等 度 连续 序列 {9,}， 使 得 对 每 个 % 和 歼 
EL(9,), 有 
Sal | 之 M9 — W) )=%, 
8 Sa DN) ) (1-0( SB »)). 

@ 存在 元 上 连续 线性 泛 函 ,使 /在 B 上 不 达到 它 的 上 
确 界 . 

证 明 ，® 沪 @ 如 果 B 不 是 w 紧 的 , 则 B 也 不 是 下 序列 
紧 的 ( 见 参考 书目 [2]p. 51, 推论 2 在 亚 完 备 局 部 凸 空 间 中 , 集 
合 召 是 亚 紧 的 当 且 仅 当 它 是 到 序列 紧 的 ), 故 存在 {z}CB, 使 
{2 的 任何 子 序列 都 不 是 w 收敛 的 ， 考虑 Bi=co(o)， 令 

Bo=BiNB, 
则 Bo 是 可 分 有 界 W 闭 , 但 不 Ww 紧 的 (因为 Bi 是 Ww 闭 的 ， 且 
{2»} C Bo). 

应 用 定理 1.3.18， 存 在 90>0 和 XX" 的 等 度 连续 序列 {f,}, 

使 
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Ss, (lfl)=sup{|f (6)|; 5EBo>0 VfEco(f,), 

HL lim fC2) =0, VOE Bo. 

这 样 , 当 fEco(f), WE Bd 时 ,有 

Ss(|f—WI)>8a(|f—W|)= Ss,(|fl)>0. OO 

思 一 电 , 二 一 由， 的 一 由 的 证 明 同 定理 1.3.12. 口 

(IV) James 定理 的 注 记 和 推论 ， 

James 定理 是 泛 函 分 析 中 最 深刻 、 最 有 影响 的 定理 之 一 , 为 
了 进一步 掌握 , 首先 给 出 一 些 注 记 和 推论 . 

注 Jamegs 定理 (定理 工 .3.14) 对 不 完备 的 赋 范 空间 未 必 
成 立 ， 见 下 列 ， 

例 , 设 碟 是 自 反 的 Banach 空间 ，U( 耶 ) 是 它 的 闭 单位 
球 . 令 玉 =co(extU( 和 ))， 了 =span KK. 则 了 是 于 的 范 笛子 空 
间 ( 因 为 ULC) 是 Ww 紧 的 ， 故 衣 "一 尺 ~U( 对 )， 所 以 了 = 于 ). 
从 而 任 取 了 EY* 可 保 范 延 拓 为 下 "的 元 多 由 于 导 自 反 , 故 了 
必定 在 U( 卫 ) =colexiU( 圣 )) 上 达到 它 的 范 数 ， 并 且 了 必定 
在 extU( 肚 ) 上 达到 它 的 范 数 , 从 而 在 上 达到 它 的 最 大 值 ， 
但 显然 , 及 不 是 w 紧 的 ( 当 了 到 于 时 ). 口 

推论 1.3.15 若 蕊 是 Banach 空间 ，B 是 了 的 有 界 W 团 
子 集 , 则 

B 是 Ww 紧 的 今 每 个 fEX"* 在 上 达到 它 的 上 确 界 , 

证 明 ， 由 定理 1.3.14 即 知 ， 口 

推论 1.3.16 若 卫 是 Banach 空间 ， 4 是 节 的 有 界 W 闭 
子 集 , 则 

4 是 w 紧 的 仿 对 每 个 有 界 w 闭 子 集 B, 使 得 4 了 = 
有 dist(A, B)>0. 

证 明 ，“>” 设 aE4，5,EB， 且 a, 一 .1 一 0， 则 由 于 4 
是 w 紧 的 ， 从 而 4 是 Ww 序 列 紧 的 .， 因此 存在 {a,} 的 子 序列 


fan}, 使 a ->a€4, 于 是 ,对 任何 JEX，, 
bd 105 时 


[fle—B)|<If (oo | + | fo, —b,)]| 
<|flo,—o) +le,— bl lfl—>0. 

从 而 5 下 a， 因 为 旦 是 w 闭 的 ， 故 cE€B, 因此 a€4NB, 了 矛 
盾 ! 口 

“7” 依 James 定理 , 若 4 不 是 Ww 紧 的, 则 存在 fEX', 使 
f (2) <sup{f (02); 2€E A} =0, YoE A. 

令 B=-{%; |z|<2M}N {%;f(2) =o0}, 
其 中 M—suplzl, 
则 如 是 有 界 w 闭 凸 子 集 , 且 4NnB-f. 

不 妨 设 c>>0( 否 则 了 (4) <0, 考虑 一 由. 


对 人 在 s， 0<e<3 选 z€E4, 使 c<f(z) 十 se, 则 


f(z) >6—8><, 


令 y= pre , 则 f(y) =6， 且 
于 人 
[yl = TFT -<2l2l<20, 
故 y€B, 但 


yal< je -fo < es, 

故 &(4， 已 一 0 矛盾 ! 口 

实际 上 , 这 里 证 明了 : 

4 是 w 紧 的 今 对 每 个 有 界 闭 唔 子 集 B, 使 4 了 3- 则 有 
d(A, B)>0. 

推论 1.3.17 设 陡 是 Banach 空间 ，4 是 节 的 有 界 闭 凸 
子 集 , 则 

4 是 Ww 紧 的 仿 对 任何 有 界 闭 凸 集 妃 ,使 Bn4=9 4、B 
可 以 强 分 离 . 

证 明志 是 紧 的 @ 对 任何 有 界 闭 凸 集 忆 使 3n4- 


* 106， 


68, 有 dad(4, B)>0 
今 对 任何 有 界 闭 凸 集 B, 使 BN 4 
6, 有 044~B. 
今 对 任何 有 界 闭 凸 集 B, 使 BN 4= 
8 4、B 可 以 强 分 离 。 口 
〈《V) James 定理 的 应 用 . 
James 定理 有 广泛 应 用 ， 这 里 仅 举 两 例 . 
定理 1.8.18(Pettis) 车 并 是 一 致 凸 的 Banach 空间 ， 则 
下 是 自 反 的 .。 
证 明 , 由 一 致 凸 空间 定义 , 对 任何 s>0, 存在 3>0, 使 得 当 
lz-+yl>2-5 时 ,有 |]z~-yl<s. 
任 取 了 ES(X"), 则 存在 {2,}CS( 邓 ), 使 f(z,)->1， 对 任 
何 :之 0， 考 虑 一 致 凸 空间 定义 中 相应 于 8 的 6>0, 因 ww) 一 
1,， 从 而 存在 入 , 当 n 之 入 时 ,有 flw,)>>1 一 6/2, 故 
| wn) > f+ rn) >2— 6, 
当 n，m 字 时 ， 因 此 ,14 一 Z| 过 se 当 %%，mr 宇 玉 时 ， 因 此 
{ww] 为 CQauchy 列 ,由 于 于 是 Banach 空间 , 故 
», we x, 
从 而 Fo) =1w| 41, 由 James 定理 , 互 是 自 反 的 . 口 
定理 1.8.19 。 (Krein-Milman) 若 于 是 Banach 空间 , 4 
是 w 紧 集 , 则 4 的 闭 凸 包 co(4) 也 是 w 紧 集 , 
证 明 ， 任 取 fE 及 ", 则 JE ( 瑟 ，c( 生 ， 避 ))"， 由 于 4 是 
w 紧 的 ， 故 存在 zo€ 4, 使 f(w0) 一 sup {f(%);wE4}, 但 是 另 
一 方面 , sap{ (2); E44} =sup{ f(z); zEco(4)}, 故 
Geo =sup{ f(2); wvE co A)}. 
故 了 在 co(4) 上 达到 它 的 上 确 界 , 显然 co( 4) 是 有 界 w 闭 囊 集 , 
根据 James 定 理 co(4) 是 w 紧 的 . 口 
注 ， 实 际 上 , 从 证 明 中 还 知 , 4 的 均衡 闭 凸 包 ac0(4) 也 是 
W 紧 的 ， 
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第 二 草 “Banach 空间 中 基 的 初步 理论 


基 的 理论 是 Banacl 空间 理论 的 一 个 重要 分 支 。 本 章 仅 介 
绍 这 方面 基础 知识 ， 首 先 讨论 Sehauder 基 的 基本 性 质 ， 然 后 
研究 三 种 特殊 的 基 :， 有 界 完备 基 , 收缩 基 及 无 条 件 基 。 最 后 , 研 


§1 绍 德尔 (Schauder) 基 


在 Hilbezt 空间 中 ,完全 正 交 系 是 极 有 用 的 ， 例 如 ,借助 于 
它 可 以 将 可 分 的 Hilbert 空间 与 ? 空间 建立 等 距 同 构 。 借助 于 
这 个 想法 ,我们 讨论 Banach 空间 的 Schauder 基 , 

定义 2.1.1 设 X 是 Banach 空间 , {2} 是 际 中 一 个 
序列 , 若 对 之 中 每 个 元 ww 存在 唯一 数列 {am}?-1, 使 


oD Ca 0 

其 中 级 数 是 按 范 数 收 剑 , 则 称 总 为 具有 可 列 Schauder 基 的 ( 简 
称 为 具 基 的 )， 而 {%。} 叫 马 的 一 个 Sehauder 基 (简称 为 基 )。 
wo 称 为 2 关于 基 {z} 的 第 ”个 坐标 . 

首先 , 关于 基 我 们 有 下 列 简 单 性 质 . 

基本 性 质 工 基 是 线性 无 关 的 . 

基本 性 质 2 具有 基 的 Banach 空间 是 可 分 的 . 

基本 性 质 8 :zis 是 马上 的 线性 泛 函 (我 们 称 fi 为 相 
应 于 基 {zw,} 的 华 标 泛 函 ). 

基本 性 质 和 4 在 有 了 腿 维 空间 中 , Schauder 基 与 Hamel 基 
是 一 致 的 。 
108。， 


这 些 基 本 性 质 的 证 明 是 容易 的 . 

例 1， 可 分 Hilbert 空间 瑟 必 上 共有 基 . 

事实 上 , 任 一 完全 正规 化 正 交 系 就 是 一 个 基 . 口 

例 2，P(LI<2< 十 ce)，co 具有 基 {enw 其 中 

pn 一 (0，，…，0, 工 0，…)， 

称 它 为 自然 基 . 

收敛 数列 空间 e( 具 sup 范 数 ) 具有 基 {eo, 0% 一 工 ，…}, 其 
中 60= (1, 1,…). 口 

定义 2.1.2 一 个 基 {z,}x-1， 称 为 正规 化 的 , 如 果 

[| =1, vn. 


Tn 


很 清楚 ,车 fm] 习 :是 一 个 基 , 则 生生 ,就 是 一 个 正规 
化 基 

关于 基本 人 性质 3, 我 们 进一步 癌 ， 是 否 每 个 记 属于 五 9 

对 于 Banach 空间 米 说 , 答案 是 肯定 的 ， 为 此 , 我 们 分 儿 步 

定义 2.1.3 一 个 基 称 为 单调 基 ， 如 果 对 每 个 。= 避 02， 
序列 人 写 oi] m=1, 2，…| 是 单调 增加 的 ， 

引 理 2.1.1 若 下 是 Banach 空间 acEZ\{0. 令 7 是 
于 的 一 个 线性 泛 函 , 令 g: 了 一 了 ,9(z) -Jo) "6 者 g 是 -个 
连续 线性 算 子 , 则 JE 开 " 

证 明 ， 若 了 不 是 连续 的 , 则 存在 {2 了 ,使 

[1 
wn 一 一 > 0, 


但 |f(w,) | 之 e>0, 对 某 个 s， 
从 而 ，y(o) 二 0, 吉 
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但 史 2 -一 az#0, 矛盾 | 口 

定理 2.1.2 若 foj: 是 卫 中 单调 基 ， 则 相应 的 坐标 
泛 函 及, nl 2，…, 都 是 连续 的 . 

证 明 ， 对 任何 正 整 数 % 定义 算 子 gs。 三-> 瑟 ，gu(o) = 
广 (o)m 则 加 是 五 到 玉 的 线性 算 子 , 且 


EACOTE TACOEAES | 衬 fi (0) ww — 所 六 (四 加 
<|D iOmlt| hm 
<2lzl. 


故 % 是 连续 的 ,由 引 理 2.1.1 知 , f, EX"、 口 
定理 2.1.3 车 他 是 Banach 空间 ，{zojxi 是 互 的 一 个 


基 , 则 相应 坐标 泛 函 户 E 互 ”，Yn。 

证 明 : 根据 定理 2.1.2， 我 们 只 须 证 明 在 马 中 可 以 引入 等 
价 的 新 范 数 -上 ( 即 存在 a、B>0, 使 ej :1< 由 <B1.1 上 站 ， 和 使 
{2nj2-1 关于 新 范 数 用 成 为 单调 基 就 可 以 了 . 


对 wETX，w 一 2 enon, 令 
二 


[osup{amls n=1, 2 
显然 ,( 卫 ,有 有 是 一 个 赋 范 空间 , 且 
Jol -lm Sa <llol， 
下 面 将 证 明 (下, 中 .用 是 完备 的 ,于 是 利用 Banach 闻 算 子 定理 ， 
即 知 外 .上 是 一 个 等 价 范 数 ， 并 且 , 当 %>>mm 时 ， 
Sem) op 2 om) 


= up. aml < sup >2 
故 {zw,}x-1 关于 这 个 等 价 的 新 范 数 -i 成 为 单调 基 . 
设 和 9 中 是 ( 尺 , 上 中 中 一 个 Cauchy 列 ， 


f= 疡 atw, VEh. 
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对 任何 se>0, 存在 入 >0, 使 得 当 % mm> 六 时 ,有 
lr- =sup| Sa ana <e. 2.D) 
克 当 n,m 之 入 时 ,对 任 一 自然 数 卫 
ra)al < | a +|Sa a el| <26, 
从 而 , 当 加 w>V 对 任 一 自然 数 有 


故 {af}r-1 是 Cauohy 数列 ， 从 而 对 每 个 自然 数 六 存在 数 a, 使 


lim or —a,. 
由 (2.1) 知 , 当 m， m 之 术 时 ,对 任 一 记 有 
Saal <s, 
令 m 一 二 co, 则 当 n 之 入 时 ,对 每 个 j， 有 


DAG DE |<s. (2.2) 
对 任 p、g, 有 
b> Qi -Tam < ba{ComtD a 十 > —0)%o | 


| PD ‘a 
+ CA 


<2e 十 | 安 他 zi 一 六 a wd. (2.3) 
因为 总 edw 一 y*, 故 存在 M， 当 p, 9>> 履 时 ,有 
| DY OF wl < 8 (2.4) 


合 (2.3)、(2.4), 知 们 az 是 (ZX, |:|) 中 Cauoehy 
列 , 由 于 闷 是 Banach 空间 , 故 存在 YE 了 ,使 
y- 袜 is, 


»。1il. 


由 (2.2), 当 n 之 入 时 ， 
jj 一 纪 一 sup| (om | 9 


故 态 汪 岂 y， 从 而 ( 筷 , 中 .用 是 完备 的 ， 口 


定理 2.1.4 若 卫 是 具 基 {wjz-1 的 Banach 空间 定义 


PD, 人 am) 一 总 ids, 
则 投影 P。. 对 > 人 是 有 界线 性 算 子 , 并且 sup| Psl <+o0. 


证 明 : 显然 P, 是 线性 的 , 旦 是 容 等 的 (P2 一 了 ,)。 根据 定理 
”2.1.8, 存在 邓 上 新 范 数 绰 费 , 及 刁 > 二 使 
[zl<lzl<KIzl, vz€EX, 
并 且 {w.}2%1 关于 抽 ' 呈 组 成 一 个 单调 基 ， 从 而 ,对 一 切 n, 有 
IPwl <lzl< Klisl, veE RX, 
从 而 ， sup |Ps|<K<+%,. OO 
定义 2.1.4 定理 2.1.4 中 的 投影 算 子 PD,, 称 为 {zw}>1 的 
自然 投影 , 而 数 sap| Pu| 称 为 {wj} 区 1 的 基 常 数 ,在 不 致 引起 混 
湛 的 情况 下 , 简称 基 常 数 . 
容易 看 到 ， 一 个 基 是 单调 的 充 要 条 件 是 它 的 基 常 数 等 于 
1, 
命题 2.1.5 设 下 是 具 基 {zw,}>_i 的 Banach 空间 , 则 对 相 
应 坐标 泛 函 户 , 有 


2K 
| hl<TaT 


其 中 下 为 基 常 数 
证 明 
amnl__1 
ACUTEA a -TIPe-P-al 


2K 
<Tar' yz€EX, 
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> 


信 国 册 


2 及 
故 | <- 杞 ff 口 


定义 2.1.5 车 {}g :是 不 中 序列 ,车 {pj2: 是 及 "中 
序列 ， 使 pn(zm) 一 Cn 即 


1 m=% 
Pn (ye) -{， mF 
则 称 {pn Nl 为 相 应 于 {Yn} 1 的 正 交 泛 项 序 列 ， {0n} 与 


{pr 这 1 也 称 为 双 正 交 序 列 . 
命题 2.1.6 设 下 是 具 基 {owj?Y1 的 Banach 空间 , 则 相应 
坐标 泛 函 列 fn}z-: 是 唯一 的 相应 正 交 泛 函 列 . 
证 明 是 容易 的 . 
命题 2.1.7 车 {2,}XY1 是 于 的 基 , 则 对 任 zEX， JE 
对 5” 有 
f(0) =—B fm) Go)， 


妈 DS ffST, 
这 时 ,也 称 {fi 这! 为 下 "的 一 个 w" 基 ， 
证 明 ， 对 任 wEX， JEX"， 
Sf (00) Po) = AP), 
但 Po 一 mm 故 JCPw 一 Fo)， 即 
Ho) = flo). 口 
注 ， 命 题 中 w" 收敛 一 般 不 能 改 为 襄 J(o) 记 范 数 收敛 于 
广 即 {1 未 必 是 冯 " 的 基 ， 下 一 节 将 讨论 何 种 条 件 下 ， 
{HJ7.: 是 卫 " 的 基 , 特 别 地 , 当 及 是 自 反 Banach 空间 时 ， fy 
必 是 立 * 的 基 . 
以 下 先 给 出 Banach 空间 芝 中 序列 {oj?-! 是 基 的 充 要 条 
件 ， 它 是 一 个 非常 有 力 的 准则 , 
“ 113. 


定理 2.1.8 令 {oj: 是 瑟 中 的 一 个 序列 , 则 {foj9 是 
基 的 充 要 条 件 为 下 列 三 个 条 件 成 立 

(四 %,¥0, Vn, 

(2) 存在 一 个 常数 下 , 使 得 对 任意 数列 {av}?1 和 正 整数 
nn 过 m, 有 


Benj<rlaeol 


1t=1 


(3) span{wr} 一 耶 ， 
证 明 : “=>”(])、 (3) 显 然 成 立 ， 
由 定理 2.1.4， 令 splP,| 一 已 , 设 z 一 amo 则 


py om| -|Pwl<KIs|l=K D> cool. 口 


“车 如 gwws0, 由 (了 、(2) 以 及 归纳 法 即 知 ， 对 一 切 


32， Qn 一 0。 又 由 于 
=pan fo 

族 只 须 证 加 ~ {az 一 司 avwi, a 是 数 ,5 一 2，…} 
是 了 的 闭 子 空间 , 就 知道 了 中 每 个 元 可 唯一 地 表 成 总 er 形 
式 , 从 而 {2}%.1 是 和 的 基 . 

如 定理 2.1.8， 在 B 中 引入 新 的 范 数 jz 由 (2) 知 ， 

jzl<lel<Klsl, 

由 定理 2.1.3 的 证 明知 B 关于 由 是 完备 的 ,从 而 了 关于 站 .| 
是 闭 的 ,所 以 是 (了 ,站 ) 的 闭 子 空间 . 口 

定义 2.1.6 Banach 空间 卫 的 一 个 序列 {ww}>-i 称 为 基 
序列 , 如 果 它 是 58 {ww} 的 一 个 Schauder 基 . 

对 基 序 列 也 可 引入 相应 的 基 常 数 概念 . 

从 定理 2.1.8 的 证 明知 道 下 面 这 个 定理 是 成 立 的 . 

定理 2.1.9 Banach 空间 的 一 个 序列 {2,}%1 是 基 序 
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列 的 充 要 条 件 是 下 列 两 个 条 件 成 立 ， 

(1) z, #0, Vn. 

(2) 存在 一 个 常数 开 ， 使 得 对 任意 数列 {2,}?-1 和 正 整 数 
n,m, nm, 有 

by Qi |<KIS orm. 

命题 2.1.10 车 {zj}? 为 他 的 一 个 基 , 则 相应 坐标 泛 函 
序列 [. 包 全 1 是 基 序 列 , 和 且 {所}21 的 基 常 数 不 超 过 {wn}? 的 
基 常 数 玉 ， 当 下 =1, 或 { 记 }x1 是 了 "的 基 时 两 者 相同 , 

证 明 ， 漆 {0;j221 为 一 个 数列 , mn 二 m。 令 

f=- 
显然 ， fm) 一 bi， 从 而 
f= fo) fi 


对 任何 4 一 也 ow€ 节 ， 有 
(Sf) 0 = (Bam) <IE lel, 
族 [Bo <KII=E |. 
由 定理 3.1.9， 即 知 {f 中 关 ! 是 基 序列 
对 任 fE5pan( 扩 ?4， 令 Qf 一 襄 (m0) 则 一 方面 有 
IQ /I< 1, 
从 而 1Q,<K. 
另 一 方面 若 {/.}7.: 是 下 "的 基 时 ,对 任 o 一 六 om 选 JE 


span {fr} 使 


Ifl =1, (Bem)= [Baml, 


则 
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| Po = bb om 一 1 人 az 一 (9 
<jgeJ .1z1<supflQ lol. 

故 sup{18,|} sup 午 P,1} 二. 口 

注 ， 容 易 看 到 抽 等 于 已 的 共 罗 算 子 已: 在 span{f,} 上 的 
限制 ， 即 @,= P; | 

关于 基本 事实 2， 1982 年 Banach 提出 一 个 重要 而 著名 的 
问题 ， 

是 否 每 个 可 分 的 Banach 空间 都 具有 Schauder 基 ? 

几 十 年 来 , 人们 对 许多 熟知 的 具体 可 分 Banach 空间 几乎 
都 找到 了 基 (例如 ，1974 年 , 8. V. Botschkariev 证 明了 圆 盘 代 
数 (dqise algebra) 

4={F9;.AG6) 是 复 变量 复 值 函 数 ， 在 [| < 工 中 解析 ,在 
上 | 大工 中 连续 ，| 人 AS) [=sup {|f(E)1} 中 存在 Behauder 基 


(Matem Shbornik 24, 1—16(1976)). 

于 是 ,人 们 试图 探讨 这 个 问题 的 肯定 回答 . 然而, 1973 年 ， 
PP, Enflo 第 一 个 作出 反例 , 指出 存在 可 分 的 Banach 空间 , 它 不 
具 Schauder 基 ， 从 而 给 长 期 悬而未决 的 问题 以 否定 的 回答 . 
尔后 , A. M. Davie 又 使 用 随机 变量 及 Abel 群 的 工具 给 出 一 
个 简化 的 反 剑 . 

虽然 如 此 ,下 面 的 结论 却 仍 然 是 正确 的 . 

定理 2.1.11 每 个 无 限 维 Banach 空间 包含 一 个 具 基 的 闭 
子 空间 . 

为 了 证 明定 理 , 首先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 2.1.12 若 立 是 一 个 无 限 维 Banach 空间 , 令 B8 是 
马 的 一 个 有 限 维 子 空间 , s>0,， 则 存在 “ES(S)， 使 

Js +s)ly+Xzl vyEBR 有 RN. 

证 明 ， 不妨 设 <1, 令 {2 是 B 中 范 数 为 1 的 元 ,县 使 

得 
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{wy€B, ly -1}7cU 人 ly-yl<$, y=1, vyEB}. 
令 8E 及”, 使 [y 上 一 9 (9) 一 yx I b=1, ,mm 
令 sE[ fw lzl= ye) =0}, 则 2 即 所 求 的 .事实 上 , 由 
于 马 是 无 限 维 的 , 故 上 述 交 集 非 空 ， 且 对 任 yE 马 tl 于 必 
有 某 个 多 T<i<mo 使 ly 一 如 天 嘉 ， 从 而 对 任何 数 入 有 


|y 十 zl > 上 十 jz] 一 > yt) -分 


定理 2.1.11 的 证 明 ， 对 任 8。>0, 选 正 数列 {8s}?-1 使 
a (I+8,) <1+ 6. 
选 w1ES( 卫 ), 由 引 理 2.1.12, 归纳 地 构造 一 个 序列 {ww}71CC 
S( 斑 ), 使 得 对 每 个 n( 之 1), 有 
jy} < (1+ 8) 1y 士 Xoosil ， Vy € span{%v1, "gy wn}, 入。 
于 是 {ww}%1 就 是 于 的 一 个 基 序 列 。 事实 上 ， 对 任何 数列 
{aj}, Nm 有 


Bo 


1, Dam tone 
<JTG+ Bi) 袜 aa 。 
由 定理 2.1.9 知 , {2,}%1 是 基 序 列 ， 令 了 =span{w,}， 即 所 
求 , 口 
下 面 讨论 具有 基 的 Banach 空间 中 , 基 是 否 是 唯一 的 . 


定义 2.1.7 车 {ow}71、 {yn}%-1 分 别 为 革 、 了 中 的 基 . 它 
们 称 为 等 价 的 , 如 果 存 在 一 个 了 : 芝 -> 了 上 的 线性 同 有 味 ,使 


Ty, = = Yn 2 y n, 
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命题 2.1.13 fz}2%1 与 fn] 是 等 价 的 充 要 条 人 为 下 式 
成 立 ; _ _ 
a 收敛 命 之 oy 收敛 。 

证 明 ，“>* 若 总 am=s， 则 
To- DaiTo - 习 iy, 
故 名 a 收 化 ,反之 亦 然 , 口 
“=” 定义 T,X 一 了 ,， 7(S oa) - 忆 ao 由 条 件 , 了 是 
可 以 定义 的 ， 显然, 7 是 1-1 的 , 线性 的 , 且 TX= 了 .了 还 是 
闭 算 子 。 事 实 上 , 若 
Ef 一 > Em =s, 


To - 衬 2 > 六 biys, 
则 由 定理 2.1.2 知 f;G) 一 万 @) ,f(z ) 一 如，Y 纪 故 
0; = fi(2), vs, 
从 而 w=Tz. 故 了 是 闭 算 子 . 
由 闭 图 象 定理 知 , 了 是 线性 同 胚 , 目 显 然 
Tw = Yn, Yn. 口 
定理 2.1.14 今 {2}%1 是 了 的 具 基 常数 KK 前 正规 化 
基 ， 车 {Vn} CX 满足 
Sn-ul < 
则 {Yn} 1 是 等 价 于 {gn} 的 基 。 
证 明 , 若 z= 包 ooiE 工 | 则 名 a 也 收敛 ，( 事 实 上 ， 


< + 态 oa 


jo +t | ol, 


人 


<2K.|ol- 


1 
《一 名 
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由 中 lo-o< 汪 ,及 局 sm 收 化， 即 知 忆 oo 为 
Banach 空间 卫 中 的 Ganeby 列 ， 故 己 < 术 收 伍 . ) 
令 Zar= 包 oo 风 


lo—Zol<Slal -lm—nl<2F. lol Sle—ul, 


故 1I 一 了 |<1, 容易 看 到 了 是 和 也 到 了 上 的 一 个 线性 同 胚 ,于 
是 {yj}1 就 是 与 {zs}s1 等 价 的 一 个 苦口 
注 : 容易 看 到 ， 澡 的 具 常 数 五 的 基 , {yn}i-1CC 


工 满足 马 -L 二 4 性 到 <55， 则 fr] 是 等 价 于 fj 的 


基 ， 车 {vn}w21 为 列 ， 则 {gnjvsi 是 等 价 于 fanjost 的 基诺 
列 . 

这 个 定理 告诉 我 们 , 对 基 作 微小 变动 之 后 , 可 得 到 与 原来 等 
价 的 基 ， 更 进一步 A. Pelozynski & I. Binger (Studia Math. 25 
(1964) 5~25) 证 明 每 个 具 基 的 Banaoh 空间 必 存 在 不 可 数 多 个 
互 不 等 价 的 正规 化 基 . 

定义 3.1.8 令 {wwj 守 1 是 Banaoh 空间 的 一 个 基 ( 基 序 
列 ), 车 pi1<ps<<… 是 正 整数 增加 序列 , {aw} 是 任何 数列 , 又 

a 


让 一 p> Gndn, 
n=py+1 


则 称 {wy}321 为 {0,1 的 一 个 志 基 ( 块 基 序列 ). 

显然 , 块 基 ( 块 基 序列 ) 是 一 个 基 序 列 , 并 且 它 的 基 常 数 不 超 
过 {wv}%1 的 基 常 数 . 

定理 2.1.15 令 互 是 具 基 {2。}21 的 Banaoh 空间 ,了 是 
五 的 一 个 无 限 维 闭 子 空间 , 则 存在 工 的 一 个 团子 空间 4， 它 县 
有 一 个 基 , 且 这 个 基 与 {owjz-i 的 一 个 块 基 等 价 . 

证 明 ; 首先 ,出 了 是 无 限 维 的 , 故 对 每 个 p, 存在 


y= DD nw, y=1, yEY. 
如 一 及 十 了 
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(事实 上 , 取 了 内侍 站 … 几 fi 中 范 数 为 的 元 即 可 ,) 
下 面 归纳 地 构造 {zw} 完 1 的 一 个 决 基 
令 妇 = 马 QitwEY, |y| 一 1。 令 各 是 一 个 正 整 数 ,使 


fy — wl) < 
其 中 w= en ie, 
上 是 基 常 数 . 
amapn EY, [ya 一 二 再 选 正 整数 ps, 使 ps>p 


Hlys—ul) < Be ， 其 中 xm 一 ， 就 man 
继续 下 去 ， 得 到 {ws}1 的 一 个 块 基 {wT 同时 ， 


总 wa 4 < 豆 - 
根据 定理 2.1.14 注 知 ，{yj}js1 是 一 个 基 序 列 ， 它 与 {wj}721 等 
价 , 令 Z=span{Wy}, 则 Z 即 所 求 的 空间 . 口 
本 节 的 结尾 我 们 介绍 一 个 有 关 有 限 维 Banach 空间 的 有 趣 


和 常用 的 结果 . 
定理 2.1.16(Auerbaoh) 令 了 ,是 n 维 Banacoh 空间 , 则 


存在 {ojfaCSCE，{JJ3ICS(Yo 使 
om) = Ow 
证 明 ， 任 取 和 ,的 一 个 Schauder (Hamel) 基 {ejf-a。 
对 {yj CU CA), =,161+ "+ i nln, 


QI 0G19 Cn 


W913 023 Con 


令 V (yy, gu) 一 | ， 
Qn 0ra "Cn,n 
则 了 Gy …, 9) 在 {zojfac8(SXw 达 到 它 的 最 大 人 。 
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令 


Vp, -ee, Bi, 0 Or yo) 
让- 下 Cao te Ds) 
V (81 oe, Bis By Bitty Dr) ” 


则 {zyzaCS(S) 及 -CS(Z) 即 为 所 求 的 ， 口 

对 无 限 维 Banach 空间 , A. Pelezynski(Stivdia Math, 55 
(4976)295--804) 证 明 , 对 每 个 可 分 Banach 空间 ,每 个 8 之 0, 必 
存在 双 正 交 序 列 {ww}1 己 全 ， {ow%} 忆 及" 使 

suplosl Jot] <1+s. 

且 span {ws} = 下 , { 必 } 守 1 在 全 上 是 全 的 (total) ( 即 对 任 ? 关 0， 
必 存 在 zx, 使 im(z) 关 0). 但 是 上 式 中 1 十 8 是 否 可 用 工 来 代替 
仍然 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 


$2 有 界 完备 基 与 收缩 基 
本 节 讨论 具有 某 些 性 质 的 基 . 
车 广 是 具 基 {ws}x-1 的 Banach 空间 ,对 任何 
o-D wm ET， 
由 定理 2.1.4 知 
sup|S yan) supl Pal <K lol. 
但 是 反之 , 若 存在 一 个 数列 {0,}3-:， 使 
sup | 六 ae < 十 0%， 
未 必 训 ws, 收 伊 ， 例 如 ,在 co 中 , 令 =1 6 二 1， 2,…, 则 


sup| 驴 | 一 1 之 十 0%， 
n | 全 


但 ,显然 , 冲 ca 不 收 全 于 oo 的 元 . 
定义 2.2.1 Banach 空间 站 的 基 tfzo}%a: 称 为 有 界 完备 


的 , 如果 对 每 个 数列 {enjs-u 当 
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gup Tam | 一 十 co 
n | | 
时 , 必 有 总 awwn 收 伍 ， 

例 1，co 的 基 {en ai 不 是 有 界 完 备 的 . 口 

例 2 思 的 基 {en}?-1 (1<2< 十 co) 是 有 界 完 备 的 ， 事 实 
上 ,车 


La i 2 1/9 
sup| 访 es | 一 sup(Z [ladl ") 所 十 co， 
各 ht=1 % t=1 


则 (Slal) <+o, 


从 而 六 we 收敛 ， 口 
定义 2.2.2 Banach 空间 了 的 基 {onjzi 称 为 收缩 基 
(Shrinking basis), 若 对 每 个 fEX*,， 有 


其 中 了 ,(f) =sup{ 了 (%); 2 一 (I 一 Pn)v=BRw, lol <1}. 

利用 收缩 基 的 概念 可 得 到 相应 的 坐标 泛 函 {jr}x-1 是 "的 
基 的 一 个 充 要 条 件 . 

定理 2.2.1 {mw,}?-1 是 了 的 一 个 基 ， 则 相应 的 华 标 泛 函 
{fr}! 是 卫 * 的 基 的 充 要 条 件 是 {02。}x-1 为 收缩 基 . 

证 明 ，“=>” 著 {f.}1 是 节 " 的 基 , 则 对 每 个 9E 下 *，g 一 
> 9<20)f， 故 Pg gn)fs, Brg= 9 — Prg, 从 而 上 zj 


0， 由 于 (Pi-19) 一 0， 故 
limF n(9) = lim F(R:_19) <lim IR._19) =0, 
因此 , {wa}x1 为 收缩 基 ， 口 
“="” 假设 F,(g9)->0, VygEX". 
令 wES( 肚 ), 则 
(g— Pig) (2) =g(Rnr) < (K+1) Fl9), 
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其 中 五 为 基 常 数 ， 故 
jg 一 Paogls (K+1) 7,(9)—>0, 


即 g 一 总 go)fh 所 以 {1 是 下 "的 基 . 口 
注 ， 当 {zw}?1 为 收缩 基 时 ,根据 命题 2.1.10， 
{vn}zi 是 单调 基 合 {f,}?_1 是 单调 基 . 
收缩 基 与 有 界 完备 基 , 在 某 种 意义 上 , 是 共 印 的 概念 我们 


有 
命题 2.2.2 如 果 {fojf-i 是 并 的 收缩 基 ， 则 相应 的 坐标 
泛 函 {jjz-: 是 "的 有 界 完备 基 . 


证 明 ， 着 supj 袜 oj|<+oo. 
令 一 避 af， 取 {2.}%1 为 对 中 笛子 集 ， 对 固定 有 


{gn(zx)}e! 是 有 界 数列 ,利用 对 角 线 法 , 得 到 {gn}i1, 使 得 对 每 
个 {gn(zw)}5-1 是 收敛 的 . 
容易 看 到 ,对 任何 2€E 天， {gmw)}?-! 是 收敛 的 ， 定义 
9(%) —lim g,(%), VET, 


则 gEX"， 设 9 一 冲 b% 所 则 
bi=g(m) ~ Him gw (2) 一 oo Vo, 


改 9- 写 ai 思 即 Taf 是 收敛 的 口 

容易 看 到 ， co 的 自然 基 {ew}%>1 是 收缩 基 ， 五 的 自然 基 
{e,}%1 不 是 收缩 基 . 但 (lp 二 十 oo) 的 自然 基 fo} :是 收 
缩 的 . 

一 个 Banach 空间 邓 的 基 是 有 界 完备 的 这 个 条 件 是 比较 
强 的 事实 上 ,我们 有 下 面 定理 . 

定理 2.2.3 一 个 具有 界 完备 基 {2,}%, 的 Banach 空间 
五 必 线 性 同 胚 于 某 个 可 分 的 共 儿 空 间 ， 实际 上 ， 工 线性 同 胚 
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于 下 * 的 子 空 间 2 = 部 35 {f,}7- 的 共 罗 空间 . 
证 明 . 令 J. 及 >， (Je) (2) =z(%), VzE7。 
,7 显然 是 线性 有 界 算 子 ， 事 实 上 ， 
17zl -sapfl(7o) (2) 1;2€2, | < 了 
-supflz(o)|i sl<1, se 分 <lol， 
故 71<1. 
同时 ， 7 还 是 一 个 线性 同 胚 ， 事 实 上 ， 着 Espan {ori 
选 JE | 一 使 Fw) -lol, 刚 
疡 (及 = 局 Jo 访 
故 忆 (PE2 则 
(ol =f(0) = (PIf) (0) = (J2) (PF) 
<|7zl .1 由 < 下 7al， 
其 中 下 是 基 常数 ， 故 | Jaj > -AL， 从 而 
二 lol<jvyzl<lol VoEspan (ot 


由 此 ,容易 知道 y 是 线性 同 且 . 
J 了 =2Z*( 即 J 是 满 的 )， 事 实 上 ,首先 因为 
(Ia (fn) 一 和 (om 一 Sn 
故 行 2o) 训 1 是 {fn}ri 在 2” 中 的 正 交 泛 函 . 任 取 及 EZ"*, 我 们 


有 信人 AD Ca ,是 范 数 有 界 的 ， 事 实 上 , 因为 对 任何 fE 
2, 由 命题 2.1.10, /一 如 f(z) fs 且 


[aD |- | AF |<IaL 1K 


避 (Sap Tm |< 开 1 
从 而 EA <KNAl, 


由 于 基 是 有 界 完备 的 , 故 阅 1( 朋 收敛 于 筷 中 的 某 个 元 
很 清楚 4 一 Js，( 因 为 对 任何 4= 训 2(20)f.€ 和 2， 


ho) = zm) bf), (To) (0) = Bz) fe), 


有 fi) -DA -AD, 
故 h() 一 (J)G，YzEZ， 从 而 h 一 Jw.) 这 就 证 明了 J 一 
2 口 

利用 收缩 基 和 有 界 完备 基 的 概念 可 以 给 出 具有 基 的 


Banach 空间 的 自 反 性 的 特征 . 
定理 2.2.4 若是 具 基 {2,} 生 1 的 Banach 空间 , 则 


工 是 自 反 的 合 {wo} 守 1 是 收缩 且 有 界 完备 的 ， 

证 明 :“=3” 车 站 是 自 反 的 , 则 span {A) = 工事 实 
上 , 否则 , 存在 fEX"\span { 思 }， 则 由 Hahn Banach 定理 ， 
存在 2 一 Jzx(w) EX 一 Jz( 了 ), 使 f(w) = 二 g(%) 一 0，VYg€ 
Pan { 人， 特别 地 , 有 (之 fz) 所 )(2) 一 0， 由 命题 2.1.7 
f(z) 一 0, 矛盾 ! 故 

span {f}= 玉 *. 

再 由 命题 2.1.10 知 , {f,]%1 是 卫 * 的 基 . 由 定理 2.2.1 
知 ， fj 是 收缩 基 . 

又 设 sap | wm| < 十 co 对 某 个 数列 forjzi， 由 于 自 反 
空间 的 单位 球 是 Ww 紧 的 ， 根据 定 理 .3.5 及 定理 1.3.7 知 
品 (区 ) 是 w 序 列 紧 的 , 故 存 在 子 序列 | 路 om ， 和 oE 工 ,使 
Van, 一 a。 设 z- 袜 Da 


对 固定 名 天 ( 咏 wan ) -> 人 o)， 但 另 一 方面 , 有 (六 crow) 
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->ab 因此 (2) =50;=w, Vi， 从 而 2 总 Qimy， 即 D3 ai 是 收 
敛 的 。 这 表明 {owj&i 是 有 界 完备 的 ， 口 
“< 车 {yrj2-1CU( 于 ), 利 用 对 角 线 法 , 选 {yx}21 的 子 序 
列 {yr} 7 使 
lm fo (yr,) 一 Qn( 存 在 ), 对 每 个 n. 
因此 ， 总 ow-lim 加 fr) n=lim Pa 
其 中 五 为 基 常 数 ， 故 


em 
即 ez 这 on 
由 于 基 是 有 界 完备 的 , 故 存在 9E ,使 y 一 总 om. 


根据 w 的 定义 ， 
f(y) =an = lim haps), Vn. (2.5) 


由 于 基 是 收缩 的 , 根据 命题 2.2.2, {下 是 "的 基 , 因 此， 
对 任何 JEX",， 有 说 /Geo7 从 而 


[<K, Vn, 


}<z. 


(FW) -F< | - (Sf) )W | 
+ | (SC) ) WW) — (FF) Go 
+ | (SF) ) Ye) ~ ye) 
<Q+iyD]f- 高 fo? 玫 
+ Ea fC fiw) | 
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由 (2.5) 知 ,jos)->f()、 从 而 1yl<l, 且 g 一 %。 这 表明 
U( 了 ) 是 Ww 序列 紧 的 、 所 以 子 是 自 反 的 , 口 

M. Zipin 还 证 明 , 车 他 是 一 个 县 基 的 Banach 空间 , 则 

也 是 自 反 的 合子 的 每 个 基 是 收缩 的 . 
售 五 的 每 个 基 是 有 界 完备 的 . 

( 见 Isreal J. Math. 6(1968)74 一 79. ) 

大 家 知道 , 了 具 有 基 , 则 并 "不 必 具 有 基 . 但 另 一 方面 ， 
W. B. Johnson & H. P. Rosenthal & M. Zipin (Studia 
Math. 48(1972)77 一 92) 证 明 若 "存在 基 , 则 并 必 存 在 基 , 县 
这 个 基 是 收缩 的 (从 而 及" 必 有 一 个 有 界 完备 基 ) . 

我 们 看 到 , 由 定理 2.2.4 可 立即 得 出 co 的 自然 基 是 收缩 基 
但 不 是 有 界 完备 的 ; 石 的 自然 基 是 有 界 完 备 的 但 不 是 收缩 的 
ls(L<p 过 十 00) 的 自然 基 既 是 有 界 完 备 又 是 收缩 的 ， 


$3 无 条 件 基 


Banach 空间 中 基 的 存在 并 没有 给 出 这 个 空间 结构 方面 的 
太 多 性 质 ， 如 果 要 深入 研究 空间 的 结构 , 就 需要 导入 具有 各 种 
性 质 的 基 ， 在 $2 中 讨论 的 有 界 完备 基 和 收缩 基 就 是 其 中 的 两 
种 ， 本 节 将 引入 另 一 类 重要 基 一 一 无 条 件 基 . 

为 此 , 首先 研究 Banaoh 空间 中 级 数 的 各 种 收敛 性 . 

定义 8.3.1 设 {ou} 沁 : 是 Banaoeh 空间 入 中 的 序列 ,如果 


对 自然 数列 的 每 个 置换 x， 级 数 也 zco 是 收敛 的 , 那么 称 级 数 


汪 o, 是 无 条 件 收敛 的 . 


显然 , 无 条 件 收 敛 级 数 必定 是 收敛 的 。 而 无 条 件 收敛 级 数 
就 是 任意 改变 元 的 顺序 得 到 的 新 级 数 仍然 是 收敛 的 那 种 级 数 ， 


容易 看 到 ， 在 Banach 空间 中 ， 若 级 数 翌 m 是 绝对 收敛 的 
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( 翌 lzJ<+ oo), 则 它 必 是 无 条 件 收 俩 ， 对 有 限 维 空间 ,无 条 
件 收 全 与 绝对 收敛 是 等 价 的 。 而 对 任何 无 限 Banaoh 空间 ， 却 
成 立 下 列 著名 的 Dvoretzky-Rogers 定理 . 

Dvoretzky-Rogers 定理 邻 卫 是 无 限 维 Banach 空 
间 , 令 {2} 是 一 个 正 数 序列 , 使 习 翁 < 十 oo, 则 在 工 中 ， 必 存 
在 一 个 无 条 件 收敛 级 数 如 ww 使 [zw| 一 ,Yn. 

由 这 个 定理 看 到 , 车 令 X 一 二 ， 则 所 得 到 的 级 数 就 是 无 条 
件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 , 定理 的 证 明 可 见 参考 书 [3]p. 16， 

下 面 给 出 级 数 无 条 件 收敛 的 充 要 条 件 ， 这 在 以 后 的 讨论 中 


是 很 有 用 的 . 
命题 2.3.1 设 {z.}x-i 是 Banach 空间 革 中 的 序列 , 则 下 


列 等 价 : 
(1) 辟 z 是 无 条 件 收敛 的 . 


LA 


(2 

(8) 如 ww 是 收敛 的 , 对 0 一 士 1 Win. 

(4) 对 每 个 。>0, 存在 正 整 数 % 使 得 1 己 x| <s, 对 自然 
数 的 每 个 有 限 子 集 0, 使 min{j jEo}>n. 

(5) 对 每 个 有 界 数列 {ow}?-1， 马 cows 是 收敛 的 . 

证 明 ，(2) 售 (3) “=” 令 矶 = {ru mw，…; 其 中 <mt 
mEW， 且 60% 一 1} (其 中 要 表示 自然 数 全 体 ), Na 一 WVWa 则 


, 狐 Pm ,之 Vi 一 2 对 某 w 2E 玉 ， 


局 是 收 全 的 , 对 自然 数 的 每 个 增加 序列 fm， 


oo 
故 Brn = > 一 > om 一 0 一 0/。 
n=1 LT 


MEENS 
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即 半 0.n, 是 收 俩 的 ， 所 以 (3) 成立， 
“人 ”由 条 件 (3)， 习 避 = 对 某 个 onE 和 ， 任 取 自 然 数 的 


增加 序列 {mw}, 令 
_1 
Ni=N\ Du}y 且 0.={ 当 nEN 时 


1 当 ”E 人 ui 时， 
则 衬 be.=yE 工 ， 从 而 


2 Do Det B00 sty, 


故宫 v4= 妆 (w+ 夫 ， 所 以 条 件 ( 双 成 立 . 口 


(4) 沪 (D 及 (名 祝 (2)， 车 (多 成 立 , 则 条 件 (了 、Q2) 中 出 现 
的 级 数 满足 Cauchy 条 件 ， 从 而 收敛 于 Banach 空间 中 的 一 
个 元 . 口 

(2) 坊 (4)， 若 条 件 (4) 不 成 立 ， 则 存在 s>0 和 正 整 数 的 有 
限 子 集 族 {ow}z-z 使 
gan=max{é EO} <Pprri=min{d, LE Oni}, 


且 [> wi| 宇 8, 对 Vn. 


a 


令 o= 口 oo 则 0 是 自然 数 的 增加 子 序列 , 且 如 «不 收 
化 ,这 与 条 件 (2 矛盾! 口 

CD 人 (的 ， 若 条 件 (人 不 成 立 , 同上 ,得 。>>0 和 {cw} 作 
正 整 数 集 W 的 一 个 置换 如 下 ; 

当 46E 仿 9<i<Dor H, wi) =i. 

当 jiE 仿 Pi<go)} 时 ， 对 5 一 pn 二 J， 规定 mw (pn) 是 
0 的 第 9- 工 个 元 , j=0, 也 …， 羽 ,一 1(E。 是 or 的 基数 )， 对 
其 余 的 名 规定 (为 po 与 g 之 间 不 属于 0 的 元 按 大 小 顺序 


排列 中 的 元 ， 则 总 reo 不 收敛 ,这 与 条 件 (了 了 矛盾， 口 
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(5) 一 (3):， 只 须 取 mw 一 和 即 可 . 口 
(多 全 (5)， 由 条 件 (四 ,对 每 个 s>0, 存在 入 (8)>0, 使 当 
0 是 正 整 数 的 有 限 子 集 , 且 满足 min{i; iE0}>n 时 ,有 


IS ml <s. 
设 {@,}%%i 为 任 一 有 界 数列 , 令 sup jal = ,对 %、 mm> 


N(e), 售 V=-{jn<j<m, o>0, Na={j nj<m, < 
0}， 则 


b> oo|<1: > (2.6) 


不 妨 设 ou>>w>… 关 ai>0， 其 中 了 1 为 Wi 的 基数 ,小 E 
Ni j= 1, … “3 1 故 


AC a CN 
(ot (et) )| 
又 因为 若 lzl<4, lyl<4, lorols4 对 某 个 4>0, 又 0< 
a<1 则 12t+oy1 一 1 一 中 stalw+)1<4, 故 由 归纳 法 , 知 
D3 ai <eM, 
同 理 |B ( 一 mol<sa。 
根据 (2.6), 当 驯 ，2> 六 (人 时, 有 
所 以 阅 wz: 是 收敛 的 , 即 条 件 (下 成立 . 口 
容易 看 到 , 若 级 数 疡 wx 无 条 件 收敛 于 mw 则 对 任 一 置换 ,级 
数 忆 zso 也 收敛 于“。 此 外 还 有 ; 
命题 2.8.2 若 阅 mw 无 条 件 收敛 , 册 


<2eM, 


。 430 。 


世 出 一 p> Os 0 一 土 
$=. 


证 明 ， 根 据 TaxoroB 定理 ，{1i， 一 4}*” 为 紧 集 . 且 


T, {1, 1}7—> > om 
为 连续 映 象 ， 又 紧 集 的 连续 象 是 紧 集 ， 即 得 所 要 结论 . 口 
命题 2.8.3 车 也 om 是 无 条 件 收 敛 的 ， 


T., 1 TT, Te, qa, *%) = Dam, 


其 中 (a) EI, 则 了 是 有 界线 性 算 子 . 

证 明 ， 了 显然 是 线性 的 ， 且 

sup {| 如 in; o 为 7 的 有 限 子 集 } 

<2.suplas| "sap 间 人 wo 证 为 广 的 有 限 子 集 } 

故 1T1<2sup{l 避 zl; 0 为 加 的 有 限 子 集 }. 口 

命题 2.8.4 在 Hilbert 空 间 中 ,着 六 x 是 无 条 件 收 人 
的 , 则 ja?<+o0. 

证 明 ， 对 任何 。>0, 选 Y(e) >0, 使 得 对 正 整 数 集 1 的 任 
何 有 限 子 集 0, 若 minfiiEcj>N(e),， 有 

[Bl<s. 

又 令 用 sap {| 可 Omil; 01 是 民 ，…,W(e)} 的 有 限 子 
集 , 4.= 土 1}, 令 下 =max{28, 及 }, 则 对 任何 % 和 扩 = 土 1, 有 
bp3 ,| <4K?, 

但 利用 平行 四 边 形 法 则 , 容易 归纳 地 证 明 


| 12 

之 gal| 名 . 

.一 -一 一 | ;2 
2 立 |> i 


国 
2 
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政 疡 lai?<4K2 人 而立 lajp<+m。 口 

定义 2.3.2 Banach 空间 全 的 基 {oj2; 称 为 无 条 件 基 ， 
如 果 对 任何 = 袜 cz 级 数 总 av 是 无 条 件 收敛 的 ， 相 应 地 ， 
可 定义 无 条 件 基 序列 . 

例 1， 在 co 中 {e")>%; 是 无 条 件 基 ， 

事实 上 , 若 <- 也 awo, 则 mw-*0， 故 对 {a} 的 任何 子 序列 
{fam} 有 >0, 从 而 袜 cveu 在 oo 中 是 收敛 的 , 帮 阅 me 是 


无 条 件 收 仇 的 ， 从 而 {ev} 芝 :是 oo 的 无 条 件 基 ， 口 
例 2，z(L<p< 十 co) 的 自然 基 {es 是 无 条 件 基 ， 口 
定理 2.3.5 若 {ji 是 Banaoh 空间 的 基 , 则 下 列 等 

价 : 

(1) {wj 是 无 条 件 基 . 
(2) 对 正 整数 的 每 个 置换 x，{wxoo}1 是 无 条 件 基 . 
(8) 若 避 am 是 收敛 的 , 则 对 正 整数 集 太 的 每 个 子 集 0， 

习 vm 是 收敛 的 . 

(4) 车 om 是 收敛 的 , 则 当 [8|<|al, -二 2，…, 时 ， 

习 2m 是 收敛 的 . 

证 明 ， (四 一 ( 约 ， 设 王 是 正 整 数 的 一 个 置换 ， 对 2E 子 ,2 

=- 六 ze 由 条 件 (D ,这 个 级 数 无 条 件 收敛 , 并 且 

> Wr Va) = T. 

显然 , 上 述 表 法 是 唯一 的 ， 故 {oreo}ic1 是 基 , 并 且 容 易 看 到 , 它 

也 是 一 个 无 条 件 基 . 口 
(2) 坊 (DD， 显然. 

(DD 过 (8)， 设 0 为 正 整数 集 的 一 个 子 集 , 若 
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Sl an ~o, 
由 命题 2.3.1 及 级 数 是 无 条 件 收敛 的 知道 ,awws 是 收敛 
的 . 口 站 
(8) 一 0D， 对 任 s€ 且 , o= 避 om 由 条 件 (3) 及 命题 
2.3.1 知 ,六 a 无 条 件 收敛 , 故 {m4}? 是 无 条 件 基 ， 口 
D2, 疝 o 收 售 于 县 对 每 个 如 51<|al, 风 
无 条 件 收敛, 即 


当 ga; 
入 bm 收 人 口 

(4) 沪 (])， 对 任 wEX， Cp ao 当 9, 一 土 1 时 ，|0nasl 
lw， 故 由 条 件 (g) 知 对 been 收敛 。 应 用 命题 2.3.1 即 知 ， 
ali 是 无 条 件 收敛 的 ， 这 表明 {oj2x 是 无 条 件 基 ， 口 


注 ; 将 定理 中 基 换 成 基 序列 也 成 立 ， 
定理 一 3.6 若 {zw} 人 
p, 世 ( 相 应 地 ， 0 (相应 地 ，span {zw}) 
Pp, ( 3 wan- 之 Cnn, 
则 P。 是 有 界线 性 投影 . 
证 明 ，P。 显然 是 线性 且 奏 等 的 . 


co [本 | oo 
车 Ym 一 之 i > y=— 记 Ci;, 
= $= 


1 I 


且 Ps, (yn) = 之 do bimi, 
则 由 定理 2.1.2 知 ,对 每 个 和 o2->a， 且 当 jE0 时 af->b。 获 
当红 c 时 ， 2 一 0; 当 ZEoc 时 ， bi;= i, 所 以 Ps(%) 一 2 因 地 ， 
卫 - 是 闭 算 子 , 由 闭 图 象 定理 知 ，P。 为 连续 性 算 子 ， 口 
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定义 2.3.3 如 定理 2.3.6 中 定义 的 算 子 Po 称 为 关于 无 
条 件 基 few}% (相应 地 , 无条件 基 序列 ) 的 自然 投影 . 

容易 看 到 ， 当 o 一 {1, 2, …, n} 时 ，Ps 与 前 面 定义 的 关于 
基 ( 相 应 地 , 基 序列 的 自然 投影 是 相同 的 . 

定理 2.3.7 车 {2,}%_1 是 下 的 一 个 无 条 件 基 (或 无 条 件 
基 序 列 ), 9 一 {0,}%1 是 一 个 符号 选取 ( 即 刀 一 土 了 定义 ， 

Wo。， 子 (相应 地 ，3pan {ww}) 下 了 (相应 地 ，span {2w}) 


M ( tn ) ~ Dl arbren 
则 收 , 为 一 个 有 界线 性 算 子 . 


证 明 。XM, 显然 是 线性 的 . 


若 ya Dam 人 


M。 (yn) 一 -六 Giar 0 5 V4 - 怪 bs, 


则 由 定理 3.1.3 知 , 对 一 切 名 efP 王 G4， 从 而 prat 一 gc Yi。 又 
因 对 一 切 4 028 一 2， 故 对 一 切记 

De Oa,, 
从 而 s 一 六 bia 一 Moy 由 闭 图 象 定理， 即 知 Ms 是 连续 线性 算 


子 ， 口 
定理 2.3.8 对 如 上 定义 Po，Me 有 下 列 成 立 ; 


GD 车 o=fm0,= 了 ), 则 P= 
(9) 车 9= [gj 0 过 是 两 个 符 导 选取 , 册 
MoM,= Mo,, 
其 中 (0n), 一 Onmn. 
(8) sup|P,l <sup| Ms <2 supl Pol <+ 0%. 
证 明 ，(1) 2P,(g) =2, 加 a 其 中 w= 也 Qtm， 了 又 
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(7 -HF Mo) (2) = > Ca04 + 之 Ci 他 一 之 at 一 2 人 ab 
T+M, 
故 P, To 
(2) 对 任何 wp am 2, 
(MoM,) (2) = M, (mu, (5 aim)) = M,(S ma ) 
-> Oma = Mo, (%), 
故 MoM,— Mo,. 口 
G) 1P. -| tM) | < 二 Ht 
<sup {[Mol}, 


其 中 加 -to 0 当 
又 对 任 9 一 {0}? 令 gs 一 {m0 了， 0s 一 fm 的 一 一 了 
则 对 任何 w= 守 ow 
wl = | oom <| DB oml tl Dom 
一 | 可 十 | 了 eols Qsupl Pel) zl， 
克 上 Mo1<2sup|P。|， 从 而 
supl Mol <2 supl Pol. 

对 任 z= 袜 cmE 写 ,lzj<1， 由 级 数 是 无 条 件 收敛 的 ， 及 
命题 2.3.1， 存 在 W(D)， 使 得 当 正 整 数 集 的 有 限 子 集 "， 满 足 
min{j6E0}>(D 时 ,有 

1 {Sarl<1. 

令 (o) -snbf 忆 [eml+ 1 是 入 2,…， WW(D} 的 

子 集 }， 故 对 正 整 数 集 的 任 一 子 集 c， 令 
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vi—{nnEo, nN()}, co= fn;n€o, n>N(D), 
Bml< Blotl Eml<Me), 
从 而 1 PoolsM(o), 故 
sop | Pal <M(%), 
由 一 致 有 界 原理 知 |， 
supi Po 一 +oo. 口 
定义 2.3.4 车 {oj 和 1 是 Banaoch 空间 于 的 无 条 件 某 ( 或 
无 条 件 基 序 列 ), 用。 是 如 上 定义 的 , 则 称 数 supl Mol 为 {vs}o1 


的 无 条 件 基 ( 相 应 地 , 无 条 件 基 序 列 ) 常数. 
容易 看 到 ,无条件 基 常 数 不 小 于 基 常 数 . 
命题 2.3.9 若 {ew)?%1 是 站 的 无 条 件 基 , 则 存在 于 上 一 
个 等 价 范 数 ,使 {2,}%-1 的 无 条 件 基 常数 等 于 工 . 
证 明 ， 定 义 lol 一 sapl azj, 对 任 "E 马 , 骨 
Isl =timl Pl <supl Mool =hloll< lzl-supl Mol, 


玫 放 上 是 等 价 范 数 . 
关于 新 范 数 外 
Maoh =supl Mol < lol, 
故 Moll<1, 所 以 saplMol<1. 


设 工 - fj7 其 中 妈 一 1， 则 
ol 一 sap| Mar =supl Meol ~ lol， 

故 上 4 一 1 从 而 saphMo 一 1. 口 

命题 2.3.10 背 {cwj7-1 是 下 的 一 个 具 无 条 件 基 常 数 开 
的 无 条 件 基 , 风 相 应 坐标 泛 画 {所 7- 是 了” 的 一 个 无 条 件 基 序 
询 , 它 具 无 条 件 基 序列 常数 ， 不 超过 及， 当 { 小 和! 是 "的 基 
时 , 等 于 ， 

证 明 ， 由 命题 3.1.10 知 , {1 是 基 序 列 . 
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又 若 fES5PRn{Jj 则 /加 /Ca)A， 对 正 整数 的 任 -一 过 
换 mw， 由 定理 2.3.5 知 ，{azoj2i 是 一 个 无 条 件 基 ， 故 
{ 廊 oj: 为 相应 的 坐标 泛 函 , 再 由 命题 3.1.10 知 {jao}5: 是 
5Dan{ 记 } 的 一 个 基 , 故宫 J(ono) Po, 这 样 , 对 任 一 置换 
7 加 f(zrcw)frw 收 化 故 {fo}1 为 无 条 件 基 序列 。 
对 任 一 符号 选取 9 一 {0,}>-1, 令 
HH, 〈 门 -bj 其 中 f= 名 fo 所 
我 们 有 
[HD 1 = D0 GAO- 全 om 
< [M00fi el 
对 一 切 wE 了 XX, 故 1Hd1<|Mo|， 从 而 
sup| Hol <supl Mol. 
另 一 方面 , 当 XX"=span (所 ) 时 ， 
O00) |= | 7 号 oj 十 | = |(B of) ©| 
<IH :171iol, veE X, fEsmpan{f}t= XT, 


故 lM | Hl, 从 而 
sup| Mel <sup| Hol, 


故 Ksupl Ml =suplHol. 口 


注 ， 定 理 证 明 中 H,= Mo lanait. 

有 了 这 些 准 备 工作 之 后 , 我 们 开始 讨论 ， 当 了 具 无 条 件 基 
时 , 忆 将 具有 什么 性 质 . 

定理 2.3.11 若 互 是 具有 无 条 件 基 {2w}r-1 的 Banach 空 
间 , 则 下 列 等 价 : 

(1) 基 {w,}7-1 是 有 界 完 备 的 ， 

(2) 于 是 Ww 序列 完备 的 . 
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(3) 马 没 有 闭 子 空间 线性 辐 胚 于 co.( 记 为 co 芒 子 )， 
我 们 首先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 2.3.12 若 {mw}?-1 是 Banach 空间 于 的 无 条 件 基 ，, 


它 的 无 条 件 基 常 数 是 玖 , 则 对 于 使 得 马 wzo 收 剑 的 数列 
{sj%, 及 有 界 数 列 {wj}?-1， 有 
[ew <2 saplzl | 站 cm， G@ 


注 ， 当 于 是 实 Banach 空间 时 , (2.7) 的 右边 2 下 可 用 区 
来 代 堆 . 


证 明 ， 设 {wj 半 1 是 有 界 数列 ,总 aww, 是 收敛 的 。 
选 fES(Y? ,使 

Denf (gn) 一 | Mrin 
先 考虑 实 Banach 空间 情况 . 


加 1 当 cnc) 之 0 时 ， 
令 0= {0,} 21, 其 中 = [ 一 工 当 Coj(z) <0 时 ， 


| Bee < D3 [Ml * [nf C07) |<supl%,| 。 Dn f Cen) 
<supl 和 | "f (Mo( Saw, )) 


<sup|h 和 |:K | > nbn 


则 


外 . 
对 复 Banach 空间 情况 ,分 别 考虑 症 .zw) 的 实 部 与 惠 部 
就 可 以 了 . 口 
引 理 2.3.13 车 fw,}?.: 是 Banaoh 空间 的 无 条 件 基 ， 
{0 是 相应 的 坐标 省 函 , 若 tb] 是 及 中 一 个 有 界 序列 , 使 对 


Ww 


yi 0. 
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证 明 ， 由 命题 2.3.9, 不 妨 设 {2。,}%-1 的 无 条 件 基 常 数 等 于 


友 证 法 ， 沙 对 某 个 AES( 开 和 8s>0 有 {gj}7z 的 子 列 ， 
仍 记 作 {ji 使 f(9) 之 se，Vi. 

由 于 对 一 切 % lim 所 (y) 一 0, 故 对 正 整数 集 的 任何 有 限 子 
集 几 ， lim [Pen =0. 

取 m 一 襄 ， 则 存在 正 整 数 的 两 个 增加 子 序列 {rw}, {mw} 如 
下 ; 

mi 一 4， 选 生 >>ms, 使 Rnyn| 二 7; 

选 徊 >?7a， 使 当 mo 时，| Po 天 售 

选 ma>>mmz, 使 Bm,| 过 1; 

选 wa>”a, 使 得 当 n 之 ns 时 , 有 | Po 一 


orooe 


令 如 = PnmRn_ym, 5=1,2,…， 则 对 一 切 太 ， 
多 一 oo = | Pn Rn mw 一 go 
= | Pry — Pms Pm om 一 go 
= | Bniym™— Pom ,Yn 
< | Byford + | Po ,Wl < 2%, 
因此 ， Fe) =f Ym) — FYne—zp) >8—2n>0. 
对 z= p>3 txex Eh, 其 中 p 为 正 整 数 集 的 有 限 子 集 , 令 
Tz = 之 tr2r, 


则 
上 中 一 | 之 4 <|rl,sup{lzl; FE p} 
<(M+2m rh, 
其 中 M=suply,l. 


由 引 理 2.3.12, 
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fzl PHA | 之 ltrlal > oA 
= 训 |( 闻 ||1())|>> 委 一 2D 总 i4| 


= 二 (E20) :zlw 
令 ST 一 > 则 


ISz— Ts|<27|7l,, 
故 Sr|<lSs—Tr) +lTz) < (47+ M) lzh, 


|Sz|> [77%| — 18- Trl > 二 (- 27) zh, ~ 27]rl, 


-于 Er 
8 [Tihys 
故 可 将 8 延 拓 为 ( 仍 记 作 )S， -> 卫 ， 它 是 有 到 庄内 的 一 
个 线性 同 凸 ， 且 ger yn。 (事实 上 , 车 一 习 tes Eh 骨 


oo 


| 如 om SMW | 在 |< 十 co， 


一 


故 Br= Tin EX, 
有 由 于 计 srls<l8zl< (et) lel 


在 b 的 一 个 确 集 上 成 立 , 从 而 在 全 体 五 上 成 立 ， 即 8 是 线性 同 
胚 ,) 

取 1- ((-D9 EL = 相 则 (ew) 一 (一 了 DVh 

(SRhym) 一 AS 一 (一 1 

这 与 jam(8- 史 (gw) = lim(8? - 蕊 (gw) 存 在 相 矛 盾 ! 口 

定理 2.3.11 的 证 明 ， 不妨 设 fj7-; 的 无 条 件 基 常 数 为 
1, | 

GD 人 他 设 few}: 是 有 界 完备 的 ， 且 fy}CX 是 轨 
Oauchy 序列 , 即 对 每 个 JE X ”lim Flow 存在， 
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令 ww —lim f,(), % 一 4，2,…， 则 对 任何 正 整数 m%， 
| 

由 于 基 是 有 界 完备 的 , 故 存在 YE 六, 使 总 ow 一 y， 我 们 
看 到 {gy 一 丰满 足 引 理 2.3.18 条 件 ， (yy| 所 人- 二 
sup jys|, 县 对 任 fEX*, lim f(y.—y) 一 limf(w%) 一 了 (Y) 存 在 ， 
并 且 Bm f(% 一 巷 = lim 所 9) 一 所 (9) 一 和 一 一 0.14 从 而 应 用 
引 理 2.3.18，y; 局 y， 所 以 对 是 w 序列 完备 的 ， 口 

(2) 坊 (3) 车 于 是 ww 序列 完备 ， 则 了 芳 的 任何 闭 子 空间 
Yo 也 是 序列 完备 的 .但 已 知 co 不 是 Ww 序列 完备 的 , 故 于 没 
有 闭 子 空间 线性 同 胚 于 oo (因为 w 序列 完备 性 在 线性 同 胚 下 
不 变 ). 口 

(3) 沪 (DD) 设 {zj 不 是 有 界 完 备 的 , 则 存在 数列 {Qn}%1 
使 得 


=lim| Py <suplyl. 


<1, 


但 阅 wm 不 收 化 ， 故 存在 s>0 和 正 整数 序列 P<q1<ps< 
@<…， 使 
ww Pa, ll >e, vi. 
任 选 数组 {NW}%2s, 由 引 理 2.3.12 知 
(Sw) <zsaplxl :|S <2 sopll. 
另 一 方面 , 由 引 理 2.3.12， 
ma) > 二 emplo 
对 fj2 E eco， 定义 TT (2D) -之 hw, 则 全 决定 了 了 


0o 到 于 内 的 线性 同 且 ( 事 实 上 , 了 在 o 的 笛子 集 ( 仅 有 限 项 不 
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为 0 的 元 ) 上 有 定义 , 且 满 足 
Fe| ODF < TWED! <2 zl, 


故人 可 连续 延 拓 为 ( 仍 记 作 了 T 了 )eo 到 span {wir}? 内 的 一 个 线性 
同 胚 )。 这 与 oo 此 互 矛盾 ! 口 

定理 2.3.14 若 习 是 具 无 条 件 基 {ouj7-: 的 Banaoh 空 
间 , 则 下 列 等 价 ; 

(了 DD) 基 {wj 是 收缩 的 . 

(2) 相应 的 坐标 泛 函 {f}%1 是 开 * 的 有 界 完备 基 。 

(8) 相应 的 坐标 泛 函 {1}>-! 是 了 * 的 一 个 基 . 

(4) 了 Z* 是 可 分 的 . 

(5) 互 没 有 闭 子 空间 线性 同 胚 于 五 ， 即 5 六. 

(6) 相应 的 坐标 泛 函 {2! 是 卫 * 的 无 条 件 基 . 

证 明 ， 由 $2 定理 2.2.1 知 , (DD) 全 (3), 并 且 (6) 坊 ()、 
(3) 过 (3) 坊 (4 是 显然 的 . 

全 全 (5) 若 互 有 闭 子 空间 We 线性 同 胚 于 线 , 则 

ls Hi Mo, 

这 与 下 "是 可 分 的 矛盾 ， 口 

(5) 一 (四 不 妨 设 无 条 件 基 常数 为 工 

车 基 {zwj 计 1 不 是 收缩 的 , 则 存在 8。>0，FE8( 瑟 ,和 自然 
数 的 增加 序列 {m2x}%-1， 及 {9,}>sCU( 卫 ), 使 

f Yr) >e, Rn Wx —Yp, Bmeyr = 0, VE. 
对 任何 7 芝 terEt 其 中 p 为 自然 数 集 的 有 限 子 集 , 仿 


Zr 一 狐 tryx, 根据 引 理 2.3.12 知 ， 
Tr =1 忆 swl> 吝 避 Ilyl> 寺 (CS Il) 


一 可 了 马 | 到 | > 玛 slr 
gu yl < > tel [abtet 
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故 下 可 决定 一 个 五 到 span {yw}%1 内 的 线性 同 胚 ,这 与 2 怀 开 
了 矛盾， 口 

(了 DD) 坊 (6) 由 命题 2.3.10 知 {及 } 半 1 是 互 "的 无 条 件 基 序 
列 , 又 由 命题 2.2.2 知 , 当 {%,}*-1 为 卫 的 收缩 基 时 , {21 是 
了 "的 基 , 故 {f,}?-1 是 玉 " 的 无 条 件 基 . 口 . 

定理 2.3.15 车 于 是 具 匹 条 件 基 {ww}%-1i 的 Banach 空 
间 , 则 下 列 等 价 ; 

(1) 于 是 自 反 的 . 

(2) 马 是 中 序列 完备 的 ， 且 互 没有 闭 线 性 子 空 间 线性 同 
胚 于 五 . 

(3) 于 没有 闭 线性 子 空间 线性 同 胚 于 co 或 太 . 

(4) 于、 革 " 不 含 闭 线 性 子 空间 线性 同 胚 于 训 , 

(5) 卫 ” 是 可 分 的 . 

证 明 ，(D 仿 (2) 仿 (3)， 由 定理 2.2.4,， 于 是 自 反 的 全 
{va}7-1 是 收缩 的 且 有 界 完备 的 . 由 定理 2.3.11 知 ， 当 基 是 无 
条 件 基 时 , {ww} 守 1 是 有 界 完备 的 今 王 是 Ww 序列 完备 的 舍 王 没 
有 闭 线性 子 空 间 线性 同 胚 于 ceo， 由 定理 2.3.14 知 ， 当 {owja 
是 无 条 件 基 时 ，{owj7-i 是 收缩 基 会 了 没有 闭 线性 子 空间 线性 
同 胚 于 及 . 综合 上 述 即 知 所 要 结论 . 口 

(了 ) 坊 (四 ,车 卫 是 可 分 的 、 自 反 的 , 则 ”是 可 分 的 . 口 

(5) 一 (: 车 互 ”是 可 分 的 . 但 ;和 所 是 不 可 分 的 ， 故 
卫 不 售 闭 线性 子 空间 线性 同 胚 于 且 子 " 也 不 含 闭 线性 子 空 
间 线 性 同 胚 于 局 . 口 

(4)= 坟 (3)， 车 卫 有 闭 线 性 子 空间 对 。， 使 耻 o 线性 同 胚 于 
co T; co 司 肝 是 (内 ) 线 性 同 胚 ， 则 了 T*"， 卫 *->03 衬 是 一 个 满 的 
线性 有 界 算 子 , 从 而 卫 "/kKer 《7") 守 hh, 故 存在 一 0， 可 选 mmE 
(2")-1(en) NU(0, K+1), 令 


M= | 习 ta; (ta) :GE 中 
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则 用 才 b 矛盾 ! 口 

注 ，R. 0. James， 在 1950 年 针对 当时 猜想， 站 之 不 om( 碟 
与 怀 ”“ 线 性 同 豚 ) 人 下 是 自 反 的 ， 或 束 宕 在” ( 与 尼 ” 等 距 
同 构 )= 坊 全 是 自 反 的 ,或 全 ”是 可 分 的 沪 慷 是 自 反 的 ,进行 了 
研究 , 举 出 了 著名 的 例子 (后 来 称 之 为 James 空间 ) 和 否定 了 上 述 
猜想 , 并 且 研 究 了 上 述 猜想 成 立 的 附加 条 件 , 后 来 就 发 展 战 为 上 
述 几 个 定理 .下 面 写 出 他 的 例子 (经 过 后 人 适当 修改 ) 并 给 出 车 
干 性 质 . 

例 1，James 空间 J (wo). 

J (0) = {2= (G1, aa, **); El 

1 
0 
十 (cn 一 cp) 时 12 一 十 co，lim 0,=0, 
其 中 pt …， 2m 为 自然 数 的 任何 增加 的 有 限 序列 }。 口 ] 

我 们 列举 James 空间 如 下 基本 性 质 ， 除了 性 质 (6) 要 用 到 
参考 书 [8] 中 第 8 页 的 命题 1.6.2 外 , 其 他 各 条 读者 可 作为 练习 
自己 予以 证 明 . 

四 Sol = sup, oa 一 ao)2 二 二 (oo 一 on) 人 2 出 


由 省 与 上 上 是 等 价 的 . 
(2) (J (wo), 上: 是 Banach 空间 . 


[ Cay, 一 @ps) 2 十 (oz —Qps) ?+ 


第 ?项 


(8) fe.}; 构成 单调 基 ， 其 中 @。= (0,…, 0, 1, 0 …)， 

(4) {fen}! 不 是 有 界 完备 的 , 从 而 J (eo) 不 是 自 反 的 ，( 考 
起 信 ) 

(5) {6,} 是 收缩 基 . 

(6) To0)™* {Ce om Di sup| am 
存在 }. 
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<+c0, lim ac， 


《7) 7 (oo 与 了 “oo) 等 距 同 构 ， 


Ty* =T (0, @, 0 ) = (~limea,, a~ lima,, *). 


(8) J oo 没有 无 条 件 基 . 

(9) J (00) “=J (wo) OD), 其 中 (1) = (1, 1,…). 

(10) J (wo)" 没有 无 条 件 基 ， 相 应 于 {em}w-1 的 系数 泛 函 是 
有 界 完备 基 , 但 不 是 收缩 基 , 

(ED J (eo) 是 可 分 的 , 其 中 (oo2 表示 JJ (oo) 的 兄 次 
共 入 空间 . 

(12) (e，( 了 ) 是 V(oo)” 的 基 。 

注 ，G. A. Edgar (Lecture Notes 794 p81 一 p87) 研究 了 所 
谓 长 James 空间 (long James spaee)J (w), 其 中 心 为 任何 序 
数 。 作为 一 个 反例 , 给 许多 未 解决 的 问题 以 否定 的 回答 。 


34 逼近 性 质 


大 家 知道 , 在 可 分 的 Hilbert 空间 中 , 有 界线 性 算 子 是 紧 算 
子 ( 即 全 连续 算 子 ) 的 充 要 条 件 是 它 是 有 限 秩 算 子 列 的 算 子 范 数 
极限 . 

对 任何 Banach 空间 对. 了 , 记 

B(X, 了 ) ={T; 是 并 到 了 的 线性 有 界 算 子 }. 

车 TEB( 于 , 了)， 且 存在 有 限 秩 算 子 列 {7 ,21 忆 B(X， 
了 ), 使 1]7, 一 Tl 一 0, 则 了 是 紧 算 子 。 反之, 一 般 不 成 立 ， 但 
是 , 当 了 是 具有 基 的 Banach 空间 时 , 对 每 个 紧 算 子 了 TE.B( 玉 ， 
了 ), 有 17P, 一 7 了 1->0， 其 中 {P,}2 为 了 中 关于 这 个 基 的 自 
然 投 影 , 从 而 上 述 逆 也 成 立 . 

对 于 一 般 的 可 分 的 Banach 空间 耻 , 了 了， 是 否 紧 算 子 TE 
B(X, 了 ) 也 必 是 有 限 秩 算 子 的 算 子 范 数 极限 呢 ? 这 是 一 个 长 
期 未 解决 的 问题 ,Enflo 实际 上 就 是 针对 这 个 问题 提出 反例 , 从 
而 也 得 了 一 个 可 分 Banach 空间 未 必 有 基 的 例子 。 
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定义 2.4.1 Banach 空间 了 说 具有 毅 近 性 质 (A. P)， 如 
果 对 每 个 紧 集 太 ( 己 于), 8>>0, 存在 一 个 了, 玉 一 开 的 有 限 铁 
算 于 (i.e, To 一 总 fi(o)w 对 某 组 {mi {fC va 
EZ), 使 Tx-vz|<e, VoEK. 

定义 2.4.% Banach 空间 马 说 具有 》% 逼 近 性 质 〈(》，A， 
了 ), 车 对 每 个 紧 集 下 ( 己 肚 ), 8>>0， 丰 在 一 个 有 限 秩 算 子 人 了. 忆 
一 互 ， 使 12z 一 zj 和 es， 对 一 切 oE 玉 ， 且 1 旭 生 和 。 Banach 空 
间 互 说 具有 有 界 逼 近 性 质 (B，A, P)， 如 果 它 是 (X, A, P), 对 
某 个 和 .Banach 空间 马 说 具有 度量 逼近 性 质 (M，A, P), 如 果 
它 是 (1, A, 了). 

命题 2.4.1 (1) MAP => BAP -> AP. 

(2) 阁下 是 具 基 {wr}7-1 的 Banach 空间 ， 则 于 具 BAP， 
更 具 AP. 

(3) 车 卫 是 具 单 调 基 {w%,}%1 的 Banach 空间 ， 则 天 具 
MAP， 

证 明 ，(1) 从 定义 直接 得 出 , 口 

(2) 对 任何 紧 集 到 和 8>0, 车 zEK, 则 有 NW(w， se), 使 
得 当 %> 人 (Go s) 时 ,， 有 1 Puz 一 o 直 天 s/3. 

由 于 下 是 紧 集 , 故 存在 -37 网 {yy，…，Vw}， 其 中 对 是 
基 常 数 . 

令 N(e, K)=max {N(, 8); =1, 他， 则 Pwo,z) 即 
为 所 求 。 事实 上 , 对 任何 EK, 存在 yy, 1<j<n, 使 


lz—yl < 


记 N(s, EK) =WNo, 则 
[Pyw—s%l =|Pyxs— Pxysl + Prys—ys lt ly — ol 


， EE 8 _ 
<MIz j++ 可 + 8, 
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由 于 Pwe,p 显然 是 有 限 秩 的 , 且 |Pxem[s1, 故 互 具 BAP 
性 质 . 口 

(3) 当 基 为 单调 时 ， 玉 =d 故 卫 具 MAP. 

下 面 讨论 互 具 AP、BAP、MAP 的 一 些 充 要 条 件 。 先 证 


胃 两 个 引 理 . 
引 理 2.4.2 若 天 是 Banach 空间 子 的 闭 子 集 则 天 是 
紧 的 充 要 条 件 为 存在 了 中 序列 {%,}3-1， 使 1c.] 0 (递减 趋 于 


0), 且 KC f= py AnDns 和 过 0， py 和 <1}. 

证 明 ， 充 分 性 ， 令 ~ 人 一 襄 %ews 和 >0， 忆 < 网 
也 是 紧 集 事实 上 , 首先 证 明 刀 是 全 有 界 的 . 

对 任何 s> 0 取 No 使 得 当 m> Ne 时 ，|w| < 可 , 又 {GX 
oo0; 党 N<l %>0} 是 Wo 维 Buclid 空间 中 的 有 界 集 ， 


故 存在 有 限 7 一 网 {和 0 总, …，(2D 澡 ,其 中 


2MNo 
M=max{|zw)|, -…, |zx.l}. 
车 vo—Bhm€D, 


骨 | 六 ,ro < 总 wml< 艺 


取 j，1<i<% 使 


1 一 入 ,| < SA BE jl 
| nl<Y EW A) < 5HNy’ 2 1, ;1% 


则 


Daasd 


之 Nw 
= 人 dtI 


+ 


se。 147， 


放 们 jam。 … 总 Nm] 是 了 的 有 限 s 网 ， 从 而 卫 是 全 有 界 
的 . 
其 次 还 是 闭 集 ， 事实 上 ,车 
-Dm€ 
且 jw 一 o1-0, 对 某 个 2€ 瑟 ， 由 于 ,对 每 个 包 习 对 < 故 可 


以 选 子 列 {hh} Rs 使 MA 一 > 和 对 某 个 人， Vi. 
这 样 ,对 任何 8>0, 取 NWo>0, 使 得 当 i>>No 时 ,有 [wl < 


三 ， 又 取 慷 。, 使 得 当家 时 ,有 


6 
Cy | -es 
J — -一 
pt Di | < 二 
fr 2 7 一 we 
且 | hn| 到 6M No ’ 人 1, 了 No), 


则 


a 


+ Bla, Dl 


wm 


8 BE 
G6 
故 z= 袜 Non 从 而 zeEB, 即 刁 是 闭 的 , 故 卫 是 紧 的 ， 又 左 是 
B 的 闭 子 集 , 故 是 紧 集 . 口 
必要 性 ， 若 下 是 紧 集 , 记 B(x, c) = {9y; lz-y|<a}. 
令 {vi} 是 革 的 有 限 子 集 ,使 . 
2KcU Bo 了 ). 


。]48 。 


令 把 -UI (B (ws 2) N2K)-wn), 则 Ks 是 B( 3 到) 
的 紧 子 集 . 

令 {ooajaicB(o 三 ) 使 2KscbJB(os 二) 

令 人 (< 92) 十)n2Es)-my 和 


归纳 地 , 以 这 种 方式 继续 构造 下 去 ， 得 {fzszj8a fj 二 2， 
对 每 个 zcE 天 ,存在 某 个 生 侍 委 庙 和 2)， 使 2 一 wi € 


Rs( 事 实 上 ，2zE BB(wiws, 子 ), 对 某 个 各 (1< 入 <n), 因 
22€ B(z,y, 于 )N2E, 
故 20 一 Of1E { (ea F) NK) lc Ks). 
又 存在 2a， (1<is ng), 使 4 一 2%;,1 一 wi,,2€E Ks. 于 是 一 般 地 
有 ww 一 (SS 和 十 十 开 守 E27KKwz, 而 因为 


党 ) 
KuuCB(O 去) 


3 dr: 
故 z- 忆 页 mo 
显然 局 末 =1 又 od]<2.474 对 j>1 1<i<m, 故 所 要 
结论 成 立 ， 口 


引 理 2.4.3 若 筷 和 了 是 Banach 空 间 , 0 是 如 (了 , 三) 上 
的 线性 泛 函 , 若 存在 某 个 非 空 紧 集 下 忆 全 ， 和 常数 60, 使 
[pC2) |<elTlr, YTEB(ZX, Y), 
其 中 |Tlz=sup {1Ts|; wzE€E 玉 } (此 时 , p 称 为 在 B( 卫 , 了 ) 中 
在 忒 的 紧 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 下 的 连续 线性 泛 函 )， 则 9 必 具 
如 下 形式 ， _ 
p07) -Sy Te, 
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对 某 {8 全 1 己 革 ， {jCP",， 使 
Blal ll<+o. 
反之 亦 然 . 
证 明 ; 首先 证 明 车 g 具 上 述 形 式 , 则 9 必 具 定理 条 件 中 所 说 
的 性 质 ， 不妨 设 每 个 由 天 0. 
选 正 数 数列 {odj2， 满 足 mr> 十 co， 且 


Snlal l=0<+o. 


i 0 
人 | EA } ,U0), 
则 五 是 紧 集 , 且 对 任何 了 EB(Y, 了 )， 
< 闪 人 
leCD1 <Blvllal -村 |<olzl 


故 p 满足 定理 条 件 中 所 说 的 性 质 . 
另 一 方面 , 假设 2 是 ( 陡 , 了 ) 上 线性 泛 函 ， 满 足 定理 的 条 


件 ， 由 引 理 2.4.2, 不 妨 设 
尼 - 人 =- 思 hm A; 宕 0, Bul lol No}. 

令 S. BC 于 ， 了 ) 一 (2 四 三 )。， S(T) 一 (2Z oa， 人 va， …), 其 中 
(ZY) = {YE HEY, lyl—>0; | yoi)o, =sup ly }. 
(容易 证 明 (3@ 四 了)。 是 Banach 空间 , 上 且 (37)2 = (3@7 了 
其 中 (3@Y”) ,= {yD WEY,, Srl<+o; | CR = 
Ziyil}.) 

由 于 |p(7)|<elS(7T)], 故 存在 S 的 象 SCB( 于 ,了 )) 的 
闭 包 上 的 一 个 线性 泛 函 山 使 浅 (TD) = 由 (S(T)).， (事实 上 , 令 
内 (S(T))==p(T), 则 由 是 定义 在 8(B( 琶 , 了)) 上 的 一 个 线性 
泛 函 , 且 lyCSCGD))1=12(2) 1 和 olS(Z)1， 故 由 可 以 连续 线 
性 地 延 拓 到 S(B( 了 , 了 )) 上 , ) 再 用 Hahn-Banach 定理 ， 将 由 
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保 范 地 延 拓 到 (297)2s (397")， 的 一 个 元 更 从 而 存在 
{CY 使 局 |<+o, 且 9(7) 一己 欠 (7o). 同 时 


Blallnl<+o 
(因为 当 n>m 时 , 有 |z,|<1 故 如 ol < 避 lo < 


十 00), 口 
定理 2.4.4 若 子 是 Banach 空间 , 则 下 列 等 价 : 
(1) 工具 AP. 


(2) 对 每 个 Banach 空间 了 和 全 E 了 (7, 开 )， 对 每 个 se>0 
和 斑 中 每 个 紧 集 瑟 ， 存 在 了 3(F, 瑟 ) 中 有 限 秩 算 子 Zo， 使 
|7 一 7。ls<e( 简 短 地 说 ， 即 有 限 秩 算 于 在 了 (7， 工 ) 中 依 在 了 
的 紧 集 上 一 至 收 全 的 拓扑 是 再 集 , ) 

(8) 对 每 个 Banach 空间 了 ， 有 限 秩 算 子 在 (XX， 了 ) 中 
依 在 了 的 紧 集 上 一 致 收 倒 的 拓扑 是 移 集 . 

(4) 对 每 个 {mw}j71 己 卫 ，{%nj71 己 芝 "， 使 

Snel<+o， 和 衬 必 mm-0，vzE 也 ， 

则 有 Dl) =0. 

证 明 ，() 沪 (着 也 具 AP， 则 对 恒 等 算 于 TEB(X， 
工 )， 和 每 个 se>0, 每 个 紧 集 下 ,存在 B(X， 人 ) 中 有 限 秩 算 子 
Zu 使 1 一 Ilx<s， 

DS CE ， 衬 lol lail<+oo, 使 
忆 必 CO)m-0， yzE 工 由 引 理 2.4.8 令 


gp(Z) = De Tm), 
则 gp 定 义 了 B( 了 ,下 ) 上 的 一 个 线性 泛 函 , 且 存 在 某 个 非 空 紧 集 
KoCT, 和 常数 6, 使 p(T) |<elTHx,, vyT EB(X, 于 )， 于 
是 对 任何 有 限 秩 算 子 J。 EB(X， 了 ), 有 (Te) =0，( 事 实 上 ， 


se。 51 


不 妨 设 7e 为 一 秩 算 子 , Te(o) =y*(w)y, 对 某 个 久 EX YE 
开 ，VzE 马 . 由 假设 总 以 (y)z。-0, 故 


0=T( DH) 0)= DAT Bo)y Co)y, 
由 于 yx*0, 故 
Ey Co) =0, 
从 而 
p(To) = DLanm) = Day'(on)y) 


= Sy (ae) =0.) 
对 任 。>0, 选 Zs 为 (下, 下) 中 有 限 秩 算 子 ,使 
1 一 2olm< 二 ， 


由 上 面 讨论 知 p(Tea) =0, 故 
lp (DI=|p(I~T)|<e|I-Talx,<s, 


由 s 是 任意 的 , 故 p(T) ~0, 但 p(T) = 总 台 (ew), 故 
Dos) =0. O 


(4) 坊 (DD 车 条 件 ( 少 成 立 ， 
由 引 理 2.4.8, 对 B( 蒜 ， 防 ) 上 关于 在 及 紧 集 上 一 致 收敛 
拓扑 下 连续 的 线性 泛 函 p， 必 存在 {wri1C，{zwx}Y1C 了 ， 


忆 |mj.loil<+co， 使 wp(Z) = 忆 wv (To,), VT E BCE, 


=1 


革 ).， 由 条件 ( 少 知 , 若 对 BCZ, 及) 上 一 切 有 限 秩 算 子 ZZ。， 有 
9(To) =0, 则 gp(7) =0, 其 中 工 为 恒 等 算 子 ，( 事 实 上 ,对 z(* 
0) E 忆 ,六 (0)E 瑟 定义 了 oa 人 0 = (oa VYyE 了 XX， 则 
Ze 是 B(XZ, 革 ) 中 一 秩 算 子 , 故 
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0-g(Toa) = DHTinerm) = Dv" (mn)0) 
一 ACEC -2( 袜 wr (wv) m). 
由 是 任意 的 , 故 习 允 (om 0，YzE 工 由 条 件 约 知 
p(T) = Dos) -0. ) 

车 此 时 条 件 (不成立 ， 则 存在 s>0， 和 一 个 紧 集 及 ， 合 
2 一 丰 r> s， 对 一 切 B(X， 子 ) 中 有 限 秩 算 子 ， 从 而 根据 
Hahn-Banach 定理 ， 存 在 B( 全 ， 卫 ) 上 线性 泛 函 p， 它 是 在 
B(R, 卫 ) 中 在 邓 的 紧 集 上 一 致 收 化 拓扑 下 连续 , 县 

p(T,) =0, VBD( 互 ， 了 全 ) 中 有 限 秩 算 子 了， 
但 是 w(IT) =1， 这 与 上 面 的 结论 矛盾 ! 口 

(2) 沪 (1) 令 了 = 于 即 可 . 口 

(8) 坊 (1) 令 卫 = 了 邓 即 可 . 口 

(人 ) 坟 (2) 对 每 个 紧 集 CY 了 ,TK 是 下 中 紧 集 ， 由 条 
件 (了 D, 任 给 e>0, 存在 B(Z, 斑 ) 中 有 限 秩 算 子 Tl， 使 

[TTy—Tyl<e, VyEER, 
显然 , TT 是 有 限 秩 算 子 . 口 

(了 D 沪 (3) 令 0#TEB/X,， 了), 多 是 中 任何 紧 集 , 8 

>0, 由 条 件 (D, 存 在 B(, 下 ) 中 有 限 秩 算 子 Tj, 使 


8 
上 ae 一 相让， YiEK. 


故 [Za 一 人 oz 一 oo 天 s，VzE 瑟 ， 
并 且 , 显然 TTi 是 BCX, 了 ) 中 有 限 秩 算 子 . 口 
注 。 还 可 以 证 关 ， 及 具 AP 的 充 要 条 件 是 对 每 个 Banach 
空间 了， 和 每 个 紧 算 子 EB(Y, 及 )， 和 每 个 8>>0, 存在 有 限 
秩 算 子 Ti, 使 [TT 一 Tij<<e， 即 玉 (Y, 闷 ) 一 万 (了 , 站)， 其 中 
(了, 下)={T;， TEB(Y, 玉 ),， 也 是 紧 算 子 }，F(Y， 了 )= 
{TD， TEB(Y, 卫 ), 7 是 有 了 腿 秩 算 子 }、 但 是 请 注意 对 任何 
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Banaoh 空间 YP,F(X, 了 了 ) = K(X, FO X* 具 AP. 

与 上 面 方 法 一 样 ， 可 得 站 具 BAP、MAP 的 充 要 条 件 ， 下 
面 写 出 MAP 的 充 要 条 件 . 

定理 2.4.5 若 交 是 Banach 空间 , 则 下 列 等 价 : 

(1) 五 具 MAP. 

(2) 对 每 个 Banach 空间 了 和 TEBCY, 驻 ), 1 了 |<1, 对 
每 个 s>0, 对 了 中 每 个 紧 集 下 , 存在 BLY 了, 于) 中 范 数 小 于 等 
于 1 的 有 限 秩 算 子 7。, 使 17 一 Telx<s. 

(3) 对 每 个 Banach 空间 了 和 TEBC(X, 了), |71<1, 每 
个 >>0， 玉 的 每 个 紧 集 下 ， 存 在 B(X,， 了) 中 范 数 小 十 等 
于 1 的 有 限 秩 算 子 7。, 使 1T 一 Tolx<s. 

(4) 对 任意 {wr} 半 i 己 及， {mx}n21 忆 了 "使 


By lelal<+o, 


且 B70) | < ol, 


VB(X, 对) 中 有 限 秩 算 子 T。, 则 有 
EE 
对 AP, 还 有 一 个 性 质 . 
定理 2.4.6 兰 卫 是 Banach 空间 , 则 
刀具 AP 人 开具 AP， 
特别 地 , 当 也 是 自 反 Banach 空间 时 ， 
XX* 具 APe>X 具 AP. 
证 明 ; 若 {ww}71 性 及， {oj} 守 l 忆 及 


Dla lel <+o0, 


<1, 


eo 


且 2 oro —0, VYzE 三 . 
由 于 {7z(o)} CE", 且 
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Sarena < +t, 
对 每 个 s*E 了 "有 


Sr(m) Co) oi=0. 


( 专 实 上 ,0 -人 ( 交 HCLAT NAC (2), Vw E 卫 ， 
Vw* Ci 故 Bre) =0, VYw'E 且 *,) 由 于 子 * 具 AP， 根 


据 定理 2.4.4 总 忆 (w) =- 0， 再 根据 定理 2.4.4 知 ， 具 


AP. 口 

注 ， 有 例子 表明 ， 存 在 可 分 Banach 空间 ， 际 具 基 ， 且 
下 "可 分 ,但 及 * 却 不 具 AP( 参 考 书 [3]p. 34 定理 1.e. 7). 《从 
而 更 有 玉 具 AP 治 及 "有 具 AP. ) 同 时 , 也 有 例子 表明 ,存在 可 分 
Banach 空间 并， 使 及 "可 分 , 及 具 AP， 但 却 不 具 BAP( 参 考 
书 [3]p. 和 2 例 1.e. 20)， 而 对 自 反 空间 可 以 证 明 ， 

AP © BAPOMAP. 

现在 回 到 $1 开始 的 事实 2， 与 此 相应 的 还 有 下 列 问 题 , 

i. 是否 每 个 Banach 空间 都 具 AP? ( 否 , Bnflo 反例 . ) 

2， 是 否 每 个 Banach 空间 都 具 BAP? ( 否 Enflo 反例 , ) 

3. 是 否 存在 Banach 空间 具 AP 而 不 具 BAP? (肯定 ， 
Figiel & Johnson 反例 . ) 

4. 是 否 存 在 Banach 空间 具 BAP 而 不 具 MAP? (肯定 ， 
Figiel & Johrsyn 反例 .) 

5. 是 否 在 在 Banaoh 空间 具 MAP 而 不 具 基 ? (尚未 解 
决 , ) 

6, 是 否 存在 Banach 空间 是 可 分 的， 而 不 具 基 (著名 的 
Banach 问题 )? (肯定 ， Enflo 反例 . ) 

7. 车 总 具 了 BAP， 是 否 存 在 一 个 等 价 范 数 路 小 使 得 
(了 ,和 有 具 MAPE?( 尚 未 解决 . ) 
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1973 年 P, Enflo 找到 了 一 个 可 分 自 反 的 Banach 空间 不 
具 AP 性 质 , 故 这 个 空间 也 不 具 BAP, 也 不 具 Schauder 基 ( 4Aeia. 
Mnth, 180(1972)309~817). 

间 时 Enfo 反例 也 说 明了 下 列 问 题 ， 

(1) 给 问题 工 以 否定 回答 ， 

(2) 给 问题 2 以 否定 回答 ， 

(3) 给 著名 的 Banach 问题 以 否定 回答 . 

(4) O[0, 了 1 具有 团子 空间 不 具 基 . (事实 上 , 由 Mazur 定 
理 知 , 每 个 可 分 Banach 空间 等 距 同 构 于 O[0, 巧 的 闭 子 空间 . ) 

(5) 存在 的 闭 子 空间 了 使 /了 了 不具 基 ， (事实 上 , 可 
以 证 明 , 每 个 可 分 Banach 空间 都 等 距 于 及 的 某 个 商 空间 . ) 

T, Figiel & W. B. Johnson (Proc. A. M. S. 41 (1978) 
197 一 200, Oompositio Math.29(1974)179 一 190) 利 用 Bnflo 反 
例 ， 构造 一 个 可 分 Banach 空间 , 它 具 AP, 但 不 具 BAP; 也 构 
造 了 一 个 可 分 Banach 空间 , 它 具 BAP, 而 不 具 MAP, 从 而 给 
问题 3 和 4 以 肯定 回答 . 

同时 , 有 例子 表明 Banach 空间 了 具有 基 , 且 七 "可 分 ,但 
"不具 AP( 从 而 了 " 不具 基 ) (参考 书 [3]，p. 34， 定 理 
1.e. 7(b)). 

上 面 的 第 7 个 问题 ,第 5 个 问题 尚未 解决 ,还 有 下 列 问 题 也 
还 没有 解决 : 

下 是 可 分 的 , 具 BAP, 是 否 了 必 具 基 ? 

最 后 , 我 们 以 下 玫 结 束 本 节 ， 


.可 分 
et Nr 


单调 基 二 MAP 
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第 三 章 Bishop-Phelps 定理 、 Krein - 
Milman 定理 及 Choquet 定理 


本 章 介绍 Bamach 空间 理论 中 非常 有 用 的 三 个 定理 ， 前 者 
与 支撑 点 有 关 , 后 两 个 定理 是 与 端点 有 关 的 表示 定理 ， 


§ ] Bishop-Phelps 定理 


(一 ) 问 题 的 提出 ， 

由 第 一 部 分 定理 2.2.11 (支撑 定理 ) 知 ， 若 甩 是 实 局 部 是 
线性 拓扑 空间 ，4 是 一 个 实心 凸 体 ， 则 对 任何 E84 (4 的 边 
办 ,存在 JE 了 "使 ](%) 一 sap/(4)=sup f(z)、 若 存在 fE 
玉 ", 使 f(z) =supf(4), 那么 wz(E4) 就 叫 4 的 支撑 点 ,而 相应 
的 f， 叫做 4 的 (相应 于 四 的 支撑 泛 函 。 我 们 发 现 ， 在 证 明 中 
int 4 关 这 一 条 件 是 非常 重要 的 . 现在 问 ， 

问题 1: 若 女 是 子 的 一 个 闭 凸 子 集 , int 4 一 所 是 否 对 每 
个 zEa4,， 存在 一 个 支撑 超 平面 ({o; f(%) =0}， 其 中 EX",e 
为 常数 )? 

有 例子 表明 ， 既 使 互 是 Banach 空间 ， 也 存在 一 个 闭 凸 子 
集 4, 使 int4=8, 但 4 有 一 个 边界 点 不 是 支撑 点 .但 是 下 面 
的 Bishop-Phelps 第 一 定理 告诉 我 们 : 若 也是 Banach 空间 , 4 
是 互 的 一 个 有 界 闭 凸 集 , 则 4 的 支撑 点 在 4 的 边界 上 是 稠 的 ， 

注 ，N. Peck (Duck Math. J. 38 (1971) 271 一 278) 给 出 
一 个 完备 可 度量 化 局 部 凸 空间 ( 即 Frécheb 空间 ) 也 ,在 及 中 有 
一 个 有 界 闭 凹 集 ， 它 没有 支撑 点 。 这 表明 Bishop-Phelps 第 一 
定理 不 可 推广 到 Fr6ohet 空间 。 
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男 一 方面 , 由 James 定理 , 我 们 知道 ,Banach 空间 辽 是 自 
反 的 充 要 条 件 是 对 任何 fE 中 ”达到 它 的 范 数 ,于 是 就 问 : 

问题 3， 当 Banach 空间 他 不 是 自 反 的 时 候 ， 

多 (了 ) = 有 JfEX'*, 于 达到 它 的 范 数 } 
在 于 "中 是 否 充分 “大 ”? 

定义 3.1.1 赋 范 空间 称 为 次 自 反 的 , 若 了 "= 乡 (X). 

Bishop-Phelps 第 二 定理 告诉 我 们 ,每 个 Banach 空间 了 
是 次 自 反 的 . 

(二 ) 某 些 定义 。 

定义 3.1.2 车 且 是 一 个 线性 空间 ， 邓 的 一 个 子 集 太 称 
为 一 个 真 凸 锥 ,如果 

(1) EK, \>0MWE EKG.eAKCK, VY\>0), 

(2) wi, mo E Kwtra EE K (K+KCK), 

(8) w, ~wERS>2=0(EFN(—-EK)=10))., 

注 ; 五 仅 满 足 ( 了 )、(2) 时 称 为 凹 锥 . 

若 尺 是 于 的 一 个 真 凸 锥 ， 则 了 及 上 可 以 导入 下 列 序 关系 ， 
zy 一 2wCEK， 使 及 成 为 半 序 空间 ， 这 时 序 关 系 具 有 下 列 
性 质 . 

(1) vey, >0MwE rNY. 

(2) sry, ZE FIV+2E EY TZ. 

定义 8.1.3 若是 赋 范 线性 空间 ,fES("), 8>>0, 令 

K(f, P={ lol<hf (0m)}. 

性 质 8.1.1 下 (f, 是 时 中 真 闭 凸 锥 . 

这 是 容易 证 明 的 . 

性 质 8.1.2 若 6>>1, 则 intK(f, 有 

证 明 ; 由 于 1> 卫 帮 存 在 mEU(Z)， 使 Foo) > 天 ,所 以 m 


EK(f, h. 
又 厂 (zw) 一 kf(z) 一 1z| 是 连续 函数 ， 且 了 (zo) >>0， 故 存在 
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及 (zo， 8) ,使 得 当 yEB(zo， 3 时, 玉 CO) >0, 这 表明 B(wo, 8)CC 
K(f, hb), 故 voEinb K(f, b), Bp int K(f, £) 9. OD 

定义 3.1.4 若 C 是 一 个 凸 集 , wo E00, 且 五 是 一 个 凸 锥 ， 
称 到 二 zo 在 xmo 点 支撑 CO 若 ( 开 十 zo) 由 O= {m0}. 

性 质 3.1.3 如 果 丰 是 一 个 凸 锥 , int KK 关 8, 且 天 十 oo 在 
mo 点 支撑 凸 集 CO， 则 存在 一 个 超 平面 ({f(%) =c)) 在 mw 点 支撑 


0, 
证 明 ; 应 用 分 离 定理 , 存在 JE 又 ,使 
supf (0) <inf f(zot+K). 
故 fm) <supf (0O) <inf flvot+ EK)<f 0), 


从 而 f(wo) 一 sap 了 (CO), 口 

(三 ) Bishop-Phelps 第 一 定理 . 

引 理 3.1.4 若 C 是 Bansch 空间 立 的 闭 凸 集 , 令 JEX 
sup.f(0) < 二 co， 则 对 一 切 2ECO， 存 在 wEO， 使 mEz 十 
(Jf, 训 , 且 和 十 区 (J, 态 在 必 点 支撑 C. 

证 明 ， 令 wi 一 z， O01=0ONN (git+ K(f, b)), 

选 z2E0O1, 使 f(wa)>>s0pf(01) 一 1. 令 

Oa=ON (vt K(f, b)), 
著 04,…, zn, O01,…, On 已 经 定义 好 了 . 选 mr 是 Cu 中 的 点 ， 
使 /esa) >snpj(OJ) 一 二 ， 令 Ooa=On (owat K(f, 及)， 


以 这 种 方式 继续 下 去 ,得 到 {0,}%1, 其 中 每 个 集 是 闵 凸 集 . 
容易 看 到 ,CCCo( 事 实 上 ,msiE OoCm 十 到 ( 凡 历 ， 故 
Vit EKO, PCamtER(f, +EKE(C, PCot+R(f, 
CCCOn). 
diam CO, -~>0.，、 (事实 上 ,车 VEC 则 yEwwri 十 KE(f,£)， 
故 y 一 wx EKCf， 有 碍 ， 从 而 19) supf (OniD 所 sup 了 (0,)， 


放 [yol <hfY -try) <h(sapf(OW) 一 了 ooty)) < 全 ， 故 
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diam Ot <22. ) 
由 于 下 是 Banach 空间 ,应 用 闭 球 套 原理 , 存在 x, 使 
0,.—{o}. 
从 而 “EO1Cz+ K(f, b), mEO,=0ON(mt+K(f, A)), 
Yn 故 十 区 (J, 有 Cw 十 (Jf, 上)，Yn、 因 此， 
(wot K(f, h) NOCO,, Vn 
所 以 ， (vat KY, t)) NO= {%.}. 口 
定理 3.1.5(Bishop-phelps 第 一 定理 ) 令 CO 是 Banach 空 
间 及 的 有 界 闭 凸 子 集 , 则 O 的 支撑 点 在 0 的 边界 上 是 范 笛 的 . 
证 明 ， 令 zE90, 任 取 s>0, 选 YE (X\C) NnB(z， 生 ), 则 
存在 5>>0, 使 B(y, 5) NCO=8, 由 分 离 定理 ,存在 JES( 对 '), 使 
supf (0)<inf f(B(y, 6)), 
故 f 在 O 上 是 有 上 界 的 . 令 %=2, 由 引 理 3.1.4, 存在 %E0， 
使 玉 (f, 2) 二 ws 在 ws 点 支撑 C。 由 性 质 3.1.8 知 ,ws 是 CO 的 支 
控 点 , 且 因 x。 一 zE 下 (J 2), 故 
lzs—z| <2f C0,—2) <2070) —f0)) <2)y—zl<e. OD 
(四 )Bishop-Phelps 第 二 定理 . 
引 理 8.1.6 若 s>0, f, 9E8S(TE”)， 且 当 zEj (0) 
0 (XX) 时, |g(w) |< 访 , 则 或 者 1f 一 g<e, 或 者 f+g| <. 
证 明 , 在 (0) 中 令 h(z) 一 g(w), 则 hE (F770))", 县 |pl 
< 三 ， 由 Hahn-Banach 定理 , 将 及 保 范 延 拓 成 了 "中 元 和 则 
上 < 亏 . 从 而 ghEX*, 且 
(g—) (2) =0, ve Ef -1(0), 
故 g- =of, 从 而 1g 一 如 =|a|. 所 以 
1 jeil = [gi—lg—Al<Iil< < 也 . 
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当 wa>0 时 , 则 
| 六 多 =1GL- 罗 广 天 过 导 一 q| 十 | 天 < 坷 十 可 一 人 

当 a<0 时 , 册 

If+gl =ld+roOf+E<IL+al+l< um 总 =8. 口 

引 理 3.1.7 若 0<s<1, J,gE8(X"), hb>1+ 卫 车 yg 
在 天 (f, 和 上 是 非 负 的 , 则 | 一 g|<s. 

证 明 ， 佬 ES(X), 使 1(z) > 二 (1+ 之 ), 则 车 yED(X) 
mn (0), 有 

| 由 <1+ 三 < -bf(z 土 之 ) 


故 z 士 卫 yE 忆 (7 及 ,由 假设 , g(2 土 宇 9)>>0, 从 
gS9)) <yG<lzlsl 


即 1g(y) | 号 ,由 引 理 3.1.6 知 ,或 者 [7 一 gj se 或 者 [7 中 < 
s， 下 面 说 明 j -9 入 s 不 可 能 发 生 . 
选 2ES( 了 ), 使 1()>max( 王 ,5), 故 好 (2)>1= 了 zl, 所 


以 zEKK(J, 如 ,由 假设 ,g(2) 之 0, 所 以 
[f+g|> (f+9 (>7(2)>e. 
故 必 有 |f-9g|<s. 口 

定理 3.1.8 (Bishop-Phelps 第 二 定理 ) 若 C 是 Banach 
空间 站 的 一 个 有 界 闭 凸 子 集 , 则 部" 中 在 CO 上 达到 最 大 值 的 泛 
函 在 怀 " 中 是 范 笛 的 . 

证 明 ， 不 妨 设 0EC( 否 则 ， 可 作 平 移 ) ， 只 须 证 明 ， 若 JE 
S(X")，e>0, 则 存在 gEZX*, 上 g 一 了 <s, 且 9 在 C 上 达到 它 
的 最 大 值 . 
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令 1>1 二 二 > 耳 应 用 引 理 3.1.4 于 C( 对 2=9)， 存 在 mo 


C, 使 weE 开 ( 广 月 , 且 {oE(CP 有 JInc=foo 
根据 性 质 3.1.3, 存 在 9ES(Z9 ,使 ?在 mo 点 支撑 
supg(0) =g(w0) <inf g(vo+ K(f, bh)) 
=g(%0) +inf g(K (Ff, 他)， 
故 infg(KCf, 及 ) 之 0, 由 引 理 3.14.7, 即 知 |f-g|<s. 口 
推论 3.1.9 每 个 Banaoh 空间 是 次 自 反 的 . 
注 ， 赋 范 空间 也 可 能 是 次 自 反 的 ， 也 可 能 不 是 次 自 反 的 ， 
例 1，R" 一 {Cos， 其 中 仅 有 限 项 不 为 0，|(zo1- 
(局 ) ] 它 不 是 完备 的 ,但 是 次 自 反 的 . 口 
便 2，P[0, 卫 一 {[0, 卫 上 多 项 式 Pw) 全 体 , |P(w)| 一 max 


1P(e) 1} 则 了 [0, 二 不 是 完备 的 , 也 不 是 次 自 反 的 . 口 

(五 ) Bishop-Phelps 定理 的 一 些 推广 ， 

Peck 例子 表明 ，Bishop-Phelps 定理 不 可 推广 到 Fréchet 
空间 ,但 对 ( 陡 , Ww) 及 (X",w”) 情 况 却 有 某 些 结论 .例如 ， 

定理 8.1.10 若 卫 是 一 个 Banach 空间 ，O 是 卫 * 的 w* 
闭 有 界 凸 子 集 , 则 C 的 ww" 支撑 点 是 在 C 的 范 数 边界 上 范 稠 的 ， 
其 中 C 的 w"* 支 返点 四 是 指 四 EC, 且 存 在 2E 怠 ,使 得 

sup 2 (2) 一 0(2)， 

而 2 称 为 相应 于 避 的 0 的 w' 支撑 泛 孙 . 

证 明 ;， 见 Tsrael J. Math. 2(1964)177 一 182。 

除了 研究 泛 函 达到 它 的 最 大 值 问题 之 外 ， 还 进一步 研究 算 
子 达到 它 的 范 数 问题 。 Lindenstrauss(Israel J. Math. (1963) 
139 一 148) 研 究 了 这 个 方面 问题 . 尔后 又 进一步 提出 具 Bishop- 
Phelps 性 质 的 Banach 空间 问题 . 

定义 8.1.5 Banach 空间 总 称 为 具有 了 Bishop-Phelps 性 
质 (BPP), 如 典 对 任何 Banaeh 空间 了 , 及 总 中 任何 有 界 闭 均 
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衡 是 子 集 4 及 TEB(CNR, 了 )， 存 在 {,}1 己 B(X， 了 )， 使 
HT 一 了 TD,|->0， 且 每 个 ,在 4 上 达到 它 在 4 上 范 数 的 上 确 界 ， 
即 存在 wE 4, 使 sap|Tnwl 一 Tsonl, 
这 方面 最 重要 的 结果 是 J Bourgain 证 明 的 ， 
BPP © RNP 
(其 中 RNP 定义 见 下 面 第 六 章 ) (Jeraeg J. Math. 28(1977)1 一 
3). 


$2 Krein-Milman 定理 


(一 ) 在 第 I 部 分 第 二 章 34 中 己 经 介绍 了 Krein-Milman 
定理 , 现 证 明 一 个 更 广泛 的 命题 . 

定理 3.2.1 令 4 是 局 部 凸 空间 互 的 一 个 紧 凸 集 , 且 BC 
4 , 则 下 列 等 价 : 

(1) c0(B)= 4. 

(2) inf{g (2); 2 EB}=min{g(%); 2 EA}, VpEX”. 

(3) ext ACB. 

证 明 ，(1) 过 (2) 因 为 

inf{g (2); 2 € B} =inf{g(%); zEco(B)}， 

及 4 是 紧 凸 集 , 即 知 ， 口 

(2) 一 () 若 so(CB)E4, 利用 分 离 定 理 , 即 得 矛盾 ! 口 

(3) 一 (2) 由 第 I 部 分 定理 2.4.2 有 ， 4 一 co(ext 4), 即 


知 . 口 
全 一 (3) 只 须 证 明 ext(oo(B))CB, 设 太 是 0 点 均衡 邻 域 


选 0 点 均衡 是 邻 域 瑟 , 使 刻 + 琅 CV, 设 wEext(e6(B))， 由 于 
万 是 全 有 界 的 , 故 存在 fo …， zB, 合 BCL (w+WW)， 由 
于 下 =W0((m 十 W) 由 B)C ECB) 一 4 故 天 (是 紧 止 集 因此 ， 
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WB) =%(U EK') vo(U 玉 ,)、 因 此 w€ 及 对 某 个 i。、 容 易 


看 到 ,存在 某 个 EV, 使 zw 二 2, 所 以 由 一 2 一 2E (wz 十 让 ) 站 
B, 所 以 wEB. 口 

推论 3.2.2 对 任何 赋 范 空间 对，extU(”) 分 离子 的 
点 , 即 若 2 夫 y, 则 存在 w*EextDU( 导 人 ,使 v2*(%) 大 2 (9). 

证 明 ， 任 取 w 关 0, 则 由 于 UU( 邓 是 w* 紧 凸 集 , 故 

U(X’*)=00™ (ext U(X")), 
又 2 是 w’ 连续 的 ,所 以 ,存在 避 EextU (XZ"), 使 
m2) = max{rs’(w); EUCX')}= 2 关 0， 口 

rein-Milman 定理 有 一 个 重要 应 用 ， 即 求 丫 规划 的 解 . 

定义 3.2.1 阁 了 是 线性 空间 ,4 是 于 的 凸 子 集 , f; 4 一 
Re!, 孝 对 任何 zw, YE€ 4, 0<a<1, 有 

Flowt (1 ~) <af (2) + (1—o) f(y), 
则 二 叫做 4 上 的 凸 函 数 ， 记 4 上 全 体 凸 函数 为 Conv(4)， 若 
矿 4- 本 :使 -JEOony(4), 则 三 叫 四 函数 。 
定义 3.2.2 车 4 是 线性 空间 卫 的 凸 子 集 ， 
—fEConv(A), 
求 inf(f(4)), 及 zoE4, 使 了 (vo) 一 inf( (4)), 称 为 一 个 四 规 
划 问 题 , 记 为 (4; 内 ，(wo，f (wo)) 称 为 四 规划 的 一 个 解 . 

推论 3.2.3 若 互 是 实 局 部 凸 (HEauasdorf) 空间 ，4 是 子 
的 非 空 紧 凸 子 集 ，/j 在 4 上 是 下 半 连 续 的 止 函 数 ， 则 了 必 在 
ext 4 的 一 个 点 达到 它 的 极 小 值 . 即 凸 规划 (4, 力 的 解 必 可 在 
ext 4 中 找到 . 

证 明 ; 令 B={w; 2€4, f(z) =inff(4)}， 则 容易 看 到 8B 
是 4 的 韭 空 闭 凸 端子 集 ， 从 而 如 是 紧 集 由 第 工 部 分 定理 
2.4.2 的 证 明知 extB#86， 由 于 BB 是 4 的 端子 集 ， 故 extBC 
ext4, 从 而 存在 zoEext4, 使 /xzo) =inf f(4)=minf(4). 口 

注 二 相应 地 ,也 可 考 泄 凸 函 数 达 到 极 大 值 问题 。 
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注 2 特别 地 , 推论 3.2.3 可 应 用 于 fEX* 情 况 . 
由 Krein-Milman 定理 知道 , 对 Banach 空间 了 节 的 紧 芒 集 
4 有 4=oeo(ext4)， 但是, 当 节 是 自 反 Banach 空间 时 ,由 于 
单位 球 是 w 紧 的 , 故 对 任何 有 界 闭 凸 集 4, 有 
4 一 cor(ext4) 一 co0(ext.4)。 (3.1) 
现在 问 , 对 一 般 Banach 空间 , (3. 才 是 否 成 立 ? 何 时 成 立 ? 
定义 8.2.8 若 蕊 是 Banach 空间 ， 如 果 对 任何 有 界 闭 凸 
集 4, 有 
A=co(lext A), 
则 于 称 为 具有 rein-Milman 性 质 的 空间 (KMP)。 
显然 , 自 反 空间 具 KMP. 
下 面 这 个 定理 是 很 有 用 的 . 
定理 3.2.4 假设 Banach 空间 对 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 
4 至 少 有 一 个 端点 , 则 于 具 KMP. 
证 明 : 令 4 是 非 空 有 界 闭 凸 集 , 由 假设 exf 4 关 由 
邻 B~co(ext 4), 车 BEA4, 则 由 Bishop-Phelps 定理 , 存 
在 JE 使 
f(B) <max{f (0);4€ 4} 一 J(qo), 对 某 个 woE 4， 
令 本 ={0€ 4;f(@)==f(ao)}, 则 卫 是 4 的 端子 集 ,上 且 玉 是 
有 界 闭 凸 集 ,由 假设 ext Fz8, 但 ext 7Cext4, 议 
max f(B) 一 co)， 
矛盾 ! 口 
J. Lidenstrauss (Israel J. Math. 4 (1966)260 一 262) 证 明 
有 具 KMP. 
C. Bessaga & A. Pelczyngski(Jsrael J. Math. 4 (1966) 262 
一 264) 证 明 若 互 " 是 可 分 的 , 则 ZX" 具 KMP. 
实际 上 , 现 已 证 明 RNP (定义 见 第 六 章 ) 玉 KKMP( 证 明史 第 
六 章 )， 并 且 当 了 是 共 斩 空 间 时 ( 即 存 在 Banach 空间 了 ， 使 
卫 尖 了"), 则 了 上 有 具 RNPGX 具有 KMP( 证 明 见 第 六 章 ). 
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但 是 , 对 一 般 的 Banaoh 空间 , MP 今 RNP, 仍 属 大 家 关注 
的 尚未 解决 的 问题 . 

(二 ) 最 佳 逼 近 问 题 ， 

令 P[e 要 ={f; 是 [a, 区 上 次 数 不 超 过 nn 的 多 项 式 函 
数 }， 则 P,[o, ]COfe, 四 {fi f 是 [6, 9] 上 连续 函数 ,| 
一 Da |f(%)1}. 

在 古典 分 析 中 , 曾 考虑 如 下 问题 : 将 P,[a, 四 看 作 O[g, 外 
的 闲 子 空间 ， 对 任何 fEC[w, 8]\PsLa, 58], f 可 以 用 PP,[%, 5] 
的 元 允 近 到 什么 程度 ? 邯 决 定数 d(f, P,[a, 5]) ==inf{|f 一 9|。 
gE€ PL4, 51}。 这 一 问题 导致 如 下 的 一 般 考 虑 . 

设 开 是 实 赋 范 空间 , 是 下 的 闭 子 空间 , 对 任何 foE 子 \ 
于, 求 数 ad( fo, M)=inf{|fo~9l; 9€ M}. 

这 一 问题 与 子 * 中 的 子 集 的 端点 问题 有 密切 关系 . 

性 质 3.2.5 若 邓 是 实 赋 范 空间 ， 洲 是 子 的 闭 子 空间 ， 
moEX\NY, 则 

dlwo, M)=—max{gp (20); 9 EU CM)} 
~sup{9 (0); pEextU (M")}. 
证 明 ， 任 取 gEUCMW), 则 对 任何 yEMH, 有 
1p(zo)| =|ptvo~D | < lol lr yl <is—yi, 
故 sup{fp(zoigEUGCD 和 oo 一 咱 ， YYyEM, 
从 而 
sup{9 (20); EU(M")} <ad (m0, M). (3.2) 

由 于 intU (wo, dwo, M)) NM=6, (U (zo0, d(v0o, M))= 
{9; 上 zo 一 才 d (zo，M))， 由 分 离 定理 ， 存 在 ES(M?°)， 使 
昱 (oo 二 Oo 关 0, 对 ozEU(C0 go 用 ))、 从 而 

一 由 (oo 迄 infty(oszEU 00 dlvo, M))} = 一 go M), 
故 风 (xzo) >d(oo， 天) ,从 而 

sup{W (v0); LES CM)} do M). (3.8) 
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因 M? 是 了 "的 w’ 闭 子 空间 , 故 CM) 是 w"' 紧 凸 集 , 故 
UCM?) =co™ (ext U(M°)), 
又 如 是 Ww' 连续 的 线性 江 浅 , 故 由 (3.2)、(3.3) 知 
d(zo, M)=—max{9(%0); p EU CM')} 
=Sup{p(2o0); p EoxtD (Mo ， 口 

从 性 质 8.2.5 看 到 ， 最 佳 台 近 问 题 与 extU(M?) 有 密切 关 
系 ， 下 面 给 出 extU(M?) 中 元 的 某 些 特征 . 

我 们 先 就 更 一 般 的 实 局 部 凸 线性 拓扑 空间 进行 讨论 ， 得 到 
Buch-Phelps 定理 , 而 赋 范 空间 情况 , 作为 一 个 推论 . 

设 互 是 实 局 部 凸 空间 , p 是 全 上 的 连续 半 范 . 对 任何 p€ 
Di= {9;pE XZ', p(w) | <1, 当 wzEFX, 且 plz)<1 时 }, 定义 

As= {rE RX; pv) ~ pv) <I}. 

容易 看 到 4。 是 总 中 无 界 的 凸 的 0 点 邻 域 。 (事实 上 ，4， 

为 是 集 是 显然 的 ， 又 因 p, p 连续 , 故 
ApI {2E TR plm) — pv) <1} 
是 0 点 邻 域 . 关于 无 界 性 讨论 如 下 ， 

(1) p 为 连续 半 范 时 , 若 o-1(0) Cp (0), 显然 4。 为 无 界 ， 
否则 存在 zo, 使 P(zo) = 0, 但 p(zo) >0, 从 而 {awo, w 关 0+C4w， 
故 4。 也 是 无 界 的 ,总 之 4。 是 无 界 的 . 

(2) p 为 范 数 时 , 当 |p| 过 + 时, 4。 是 有 界 的 。 事 实 上 , 否则 
存在 1w,|=n, 使 %,.€ 4。, 则 


Dn 
nN 


化 1 
_ Hif 和 1 过 二 
z( 们 )< 计 ， 


1-T<p(2)<Ipl <1, ww， 


WA 
节 盾 ! 故 4。 是 有 界 的 . 
但 当 lpl =1 时 , 4。 是 无 界 的 ， 事实 上 , 选 |zo| =1, 使 
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1 
9 (on) >1—=, 


则 no 一 po) —n— ngplzn) —n(1— pon)) <1, 
故 zuE 4。 但 |nznl n> 十 co， 故 4。 是 无 界 的 ，) ( 故 参 考 书 
[4p. 78 有 误 . ) 

引 理 3.2.6 pEextf79) 傅 4。 一 4 在 工 中 稠 . 

证 明 :, 首先 注意 到 凸 集 在 于 中 不 稠 的 充 要 条 件 是 存在 /FE 
和 ,使 在 这 个 凸 集 上 是 上 有 界 的 . 

若 p 针 ext Up, 则 存在 业 E 及 {0}, 使 p 土 WEUp.。 故 |<%， 
7 土 信 | <p (zw) ,特别 地 ,出 (oO p(w) 一 2(z)， 故 芭 在 4 上 是 以 
1 为 上 界 , 从 而 小 在 4 一 4 上 是 以 2 为 上 界 , 故 4。--4, 在 天 
中 不 稠 . 

反之 , 若 4 一 4o 在 总 中 不 笛 , 则 存在 炎 E 瑟 人 {0), 使 几 在 
4, 一 4。 上 是 上 有 界 的 . 不 妨 设 (4, 一 4o) 志 1, 

由 于 4sC4, 一 4,， 一 46C 4 一 4y, 攻 

sup{ | (2) |; 2€E As} <1. 

下 面 证 明 pg 土 WEUe, 从 而 p 持 extU?， 

选 $ED6, 令 a 一 p(%) 一 p(w), 则 a 过 0, 

(D a=0, 则 妃 E4s, Yi>0， 故 lf(o)|< 二 ,Vit>0, 从 而 
(2) 一 0 所 以 < 2 土 迪 二 po) =p(%) <1, 

@) a>0， 则 p( 各 )-p( 各 )= 训 =1， 获 名 E4。， 从 而 
(Or me 

po) [<a=p(s) —p(0); 

阁 《w, pty pr) <1. 
总 之 ,p 土 EU。. 口 

定理 3.2.7(Buch-Phelps) 令 p 是 实 局 部 凸 空间 系 上 的 
连续 半 范 , 令 及 是 子 的 线性 子 空间 ,车 pE229NU6, 则 

9pEext( MNU) ORT= M+ 4A, A,, 
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证 明 : 令 c(z) =d(，M) = 一 inffo(z- 屹 JyE 人 容易 看 
到 go 是 连续 半 范 . 

容易 验证 {2; 0 (2) 过 1}CCMTU,CU,, 故 

= MNU,, (3.4) 

事实 上 , 由 于 MCM+U,CU,, UsCM+U,CUs, 故 UC 
M?NUs。 反 之 , 车 pEM?NU9， 当 wo 使 0o(wo)<1 时 ， 则 由 
{2, o(%) <1}CM+U。， 知 mo 一 y 十 zs， 其 中 yEMH，zEUT,， 客 
9(zo) 一 9(Y) 十 9G) 一 gp(z) 志 1; 当 wo 使 olwo) = 工时 ,出 


oC 


由 上 证 明知 g((1 一 二) m0)<1，Vn， 令 n>+oo 即 知 p(w) < 


从 而 gEUs, 故 用 NMUpCUs， 所 以 , (3,4) 成 立 . 

令 B, 一 {2EX; 0(%) 一 g(%) 世 1}; 对 每 个 gEUs， 由 引 理 
3.2.6 知 ，pEextU 人 Bo 一 By 在 卫 中 笛 . 由 (3.4) 知 gE€ 
est no 全 Bo 一 有 在 下 中 夭 ， 下 面 证 明 有 +46 一 Ao 在 
B, 一 Bs 中 稠 . 

事实 上 ,由 于 ol 十 办 <p(%), VYE 有 以 改 愉 二 4CBo, 又 
CM+AsCB,,， 故 以 +46 一 4,CBs 一 B,， 任 选 wEB,， 令 


1 ) 一 p(un) 之 1， 故 存在 纺 E 


n 


M， 使 plus 十 yn) 过 1 二 glun) 一 1 十 gpQ4yr)， 因 为 gEUs= 
MonD8CU2 故 yn€ hy, 类似 地 对 zE Bo, 有 wv, 一 + 
hEM, 使 V+ YE A,, 故 Us Yr — (vs 二 Yn) € 4,— 4,, 从 而 
一 加 Ed 一 4 十 1 但 lm 一 加 ) 一 2 一 2， 故 4, 一 4A, 十 及 在 
B,— B, 中 笛 . 

由 上 面 知 ， pEext MINUVUp OM+A,—4Ao 在 于 中 简 . 但 
NH-46 一 4 在 下 中 向 仿 =M+4, 一 4,, 事 实 上 , 因 4, 是 0 
点 邻 域 ， 4 所 好 十 4 4,, 故 4 十 4- A, 是 实心 凸 集 ， 若 存 在 
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2 


2EY\(CT4 一 4)， 由 分 离 定 理 ， 这 与 MK+ 4 一 4 在 下 中 
稠 了 矛盾 ! 从 而 证 得 定理 结论 . 口 


Banach 空间 及 extU (X) 


1 (0) =—m= { (05) 7 wn E BR!1, z= (vi), 其 中 mw 一 土 | 


lel» =sup leznl <+o~} 


一 (zw); 其 中 一 十 了 且 从 菜 项 开 
始 为 十 1 或 从 革 项 开始 为 ~ 


c=c(wo) = { (5) 7 Tn € Rl, 


lim na, [ols—suplen| <+o0} 
n 


无 端点 


Co 一 C0 (wo) 一 {(2n) R21 Zn E Ri, 
lim n=0, |z1. =supl|zn| < + 00} 


土 6 其 中 6 一 (0，…，0，1，0…)， 


UU=h(w0) ={ (on) 7 ER!, 


间 lah=—(B lel <+0))} 《第 :项 为 了 
1p=ly(w0) =—{ (2n) 1; mn € Bl, S(X) 
Isls= (Elen Dr< + ol<pe do) 
只 为 紧 Hausdorz 企 拓扑 空间 f2=1 


C(9) {7; 是 @ 上 实 什 连 续 函数 
Wimaxlf (wo) 有 


符号 点 测度 , 即 忆 EC(8)% 使 得 存在 
%EQ, 使 了 (f) 一 f(z), 或 了 P(f) 一 
—f (2), Vf ECCD) 


如 为 紧 Hausdorff 拓扑 空间 
C(O)* 


数 
五 [0 一 ff; 了 是 [0, 1] 上 实 值 无 句点 
礼 Lebegue 可 积 函 数 
工 1 
Vh=| arc +o} 
由 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
LL0, 二 {f;f 是 [0, 1] 上 实 值 本 性 有 | 二 1 
界 函 数 , ||。 一 varimax |f(z)|<+o}| ~ 
Lz[0, 1 一 {f3f 是 [0, 二 上 实 值 S(X) 


Lebesgue 可 积 函 数 1<p< 十 co 
UL 人 |f (2) lzaz)“ < 十 co} 


-| 
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推论 3.2.8 若 全 是 实 局 部 凸 空间 ，p 是 站 上 连续 半 范 ， 
戏 是 并 的 线性 子 空间 ,pE11onD2 则 
pEextU MIN Ue) 对 每 个 正 整 数 %, 开 一 形 十 


证 明 : “<=” 取 n=1 由 定理 3.2.7 即 知 . 
“由 定理 3.2.7 知 
X=M+A4,— 4,, (3.5) 

对 任何 2€ 于 ,考虑 nw, 应 用 公式 (3.5), 即 得 所 要 结论 ， 口 

推论 8.2.9 若 全 是 赋 范 线性 空间 ， 如 是 对 的 线性 子 空 
间 ,pEU (MO), 则 
gEextU (MI OF = M+ A,— 4,. 

(三 ) 具 体 空间 的 单位 球 的 端点 ， | 

由 Krcin-Milman 定理 知 ， 端 点 起 着 重要 作用 ， 故 找 出 具 
体 空 间 单位 球 的 端点 是 有 益 的 . p. 170 列 豆 说 明 , 证 明 留 给 读者 ， 

注 : 车 防 是 Banach 空间 , 则 DCE 是 w" 紧 凸 集 , 从 而 

UCX*) =co™ (extU(F’)). 

由 于 Li[0, 14] 与 66 的 单位 球 没 有 端 点 ， 故 Li[0, 英和 eo 都 不 
是 共 思 空 间 ， 并 且 也 不 线性 同 胚 于 一 个 共 罗 空 间 ( 因 为 w" 紧 性 
在 线性 同 厦 下 不 变 )。 并 且 , 因此 我 们 看 到 ， 它 们 也 不 上 KMP. 


1 


多 


4 一 二 4, 


33 Choquet 定理 


Krein-Milman 定理 告诉 我 们 , 若 4 是 局 部 凸 空间 的 紧 凸 
集 ， 则 4 的 任何 元 可 以 用 4 的 端点 的 凸 包 中 的 元 近似 表示 出 
来 . 在 有 限 维 空间 中 ， 更 有 下 列 Minkowski 定理 ，Minkowski 
定理 也 为 我 们 提供 了 一 种 用 测度 论 方法 将 暴 凸 集 的 元 表示 出 来 
的 想法 , 这 就 是 Choquet 定理 . 

(一 ) 有 限 维 情况 Minkowski 定理 . 

定理 3.3.1(Minkowski) 设 卫 是 n 维 (Banach) 空 间 , 开 
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是 了 中 的 紧 凸 集 , 则 对 任何 EK， 必 存在 Eext KK, am 之 0, 
i mn mn 二 1 位 m= 寺 使 


C2 OD 

证 明 ， 由 Krein-Milman 定理 ext Kf 

用 归纳 法 , 当 = 工时 ,显然 成 立 . 

设 当 b<n 时 定理 成 立 ， 考 虑 % 维 空间 情况 ， 任 取 pE， 
任 取 aEext 尺 ， 过 pa 两 点 作 直 线 工 ， 由 于 下 是 紧 凸 集 ， 故 
KL 是 有 界 闭 线 段 [a, 可, 显然, 5 是 下 的 边界 点 。 由 分 离 定 
理 ， 存 在 超 平面 五， 在 8 点 支撑 及 ， 则 及 是 %n 一 1 维 空 
间 中 紧 凸 集 , 且 ext( 且 站 及 ) Cext 太 ， 由 归纳 假设 , 5 是 至 多 
个 端点 的 凸 组 合 ， 从 而 pE [a，5] 是 至 多 2 二 1 个 端点 的 凸 组 
合 . 口 

在 几何 上 ，Minkowski 定理 就 是 由 w 维 空间 中 的 有 界 闭 四 
多 边 形 中 每 个 点 都 是 不 超过 n 十 1 个 顶点 的 号 组 合 推广 而 来 的 ， 

Minkowski 定理 有 具体 的 物理 意义 ， 即 A4BO 中 任何 一 
点 必 总 可 以 在 三 个 顶点 4.B、O 找到 一 个 质量 分 布 ,使 人 4BO 
的 重心 恰好 在 w 点 . 

下 面 我 们 用 概率 测度 的 术语 来 描述 Minkowski 定理 ， 对 
任 yE 民 ,定义 ww 为 集中 在 9 点 的 一 个 概率 测度 , 即 

1 当 yEG 时， 

m6) -人 GG 时 对 下 的 任何 Borel 于 入 

Minkowski 定理 告诉 我 们 ,对 任何 EK， 必 看 在 4E 
ext ,6 二 nt 使 o 一 宝 how 其 中 >0, 且 守 %=1 
故 车 令 Mo 一 叶 %1s， 则 得 到 下 上 一 个 定义 在 下 的 Borel 集 
上 的 概率 测度 we, 使 

ta(K)=L, ee) -=| oC dp, Yo" EX 


Ohoduet 定理 就 是 将 这 种 想法 推广 到 无 限 维 情况 . 

(二) 无 限 维 情况 , Ohoquet 定理 ， 

Ghoquet 定理 指出 ， 对 紧 凹 集 区 中 任何 点 2， 均 存在 相应 
的 集中 在 ext 五 上 的 概率 测度 jww, 使 

oO 一 | wan Vor EZ", 

此 时 也 称 点 可 以 由 Me 积分 表示 . 

定理 3.3.2(Ohoqguet) 设 于 是 实 局 部 凹 准 赋 范 空间 ， 帮 
是 下 中 紧 凸 集 , 则 对 每 个 xoE 尺 ， 必 存在 集中 在 exh 扩 上 的 一 


个 概率 测度 pe 使 ze 可 以 由 jww, 积 分 表示 , 即 
Mo (KR)=Wo (ext kK)=1, 


且 vw" (wo) -| "(0) dp Vo EX". 
为 了 证 明 这 个 定理 先 作 若干 准备 . 
命题 3.3.3 extKK 是 可 测 集 (实际 上 是 Cs 集 ) ， 
证 明 ， 因 为 玉 是 紧 集 , 故 玉 是 Borel 集 , 令 
-|E Ks3y,zEK, 合 2 一 要 y+ 寺 加 且 ly 下 > 二 ]， 
R=1, 2,…, 
容易 看 到 , 7, 是 到 中 闭 集 ,上 且 WP。 一 区 \ext 及. 口 
下 面 给 出 儿 个 记号 ,0( 及 ) 表示 玉 上 连续 甫 数 全 体 . 
令 A(K)={f; f(s)=2°(%) 二 7， EF, rER. 
对 每 个 JEO( 玉 ), 定义 扩 
fm) inf{g8); 90) EACE), g0)>f0)}. 
命题 3.3.4 所 具有 如 下 性 质 . 
(1) 了 是 有 界 、 上 半 连 续 ( 从 而 是 Borel 可 测 ) 目 函数， 
(2) f>f. 
(3) 户 < /一 访 < 访 . _ 
(4) | 天 入 | 用 其 中 | 有 人) 一 1 N=maxlf(o)1. 


"了 73 ， 


(5) F< 记 + 记 
(6) >0, f= 他. 
证 明 留 给 读者 . 
又 对 每 个 Ek, 定义 Pz, CO(K)>BR,， 
Ps(f)=f(%), YfEO(E), 
则 Pe( 有 是 OC( 玉 ) 上 连续 的 次 可 加 正 齐 性 泛 函 . 
命题 3.3.5 存在 太 上 严 格 凸 连续 函数 (wm), 使 
Bi(K)={2 ER,;h(2)=h(v)} Coxt K., 
(其 中 的 严格 凸 性 定义 为 , 当 % 关 y, 0<w< 工 时 有 
hlawt (1—o)y) <ah(s) + (1— oo)h(y)). 
证 明 ， 由 于 天 是 紧 度量 空间 ， 故 C(K) 是 可 分 的 .所 以 
CO{K) 的 子 空间 4( 玉 ) 也 是 可 分 的 。 因此 存在 可 数 个 4(K) 中 
本 数 ( 仿 射 函数 ) {gs(o)}2-:， 满足 19n| 一 max|gn(2) |=1， 且 


{gnjei 分 离 到 中 点 ， 


令 NO- 局 二 迪 (o)， 利 用 {gol: 分 离开 中 点 这 一 性 


f=1 2" 

质 , 容易 证 明 h(xz) 是 天 上 严格 凸 连续 函数 

考虑 有 (w) ,车 w 手 ext 尼 , 则 w= 喜 Y+ 序 2, 对 某 两 个 y,2E 
到， 从 而 , 再 由 天 是 四 函数 知 ， 

hh(w) < 二 4 二 村 Me) < 二 人)+ 训 2) < 有 0) 
故 h(w) 关 h(w), 从 而 zBi(K), 即 Bi(K)CextK. 品 

定理 2.3.2 的 证 明 : 在 CO( 开 ) 的 子 空间 4(K) +span{%} 上 
定义 线性 泛 函 广 : 和 

六 (9 十 公 ) = Pag) +NPe,(h), VA, gE ACE). 

容易 看 到 , fo,(ag Bh) <Po, (og + Bh), Va, BER'. 

由 于 Ps(:) 是 OCK) 上 连续 次 可 加 正 齐 性 泛 函 ,根据 Hahn 
-Banach 定理 ,存在 Fo,EOCKR)", 使 当 REA(K) 十 span{h} 时 
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Fo,(R) =], (8B), 
且 对 一 切 wEOCK)， 
万 Co) < Ps, (u) = (wo). 
Pu 是正 泛 函 ， 事 实 上 ,着 vE4(E) 且 v>0 则 一 w<0， 
从 而 一 (wo)<0, 故 
—Fo(W) = Fol—W) <— um) <0, 
从 而 Fs, (u) >0, 即 Ts, 是 正 泛 下. 
由 Reisz 表示 定理 , 存在 的 Borel 集 组 成 的 co 代数 了 上 
的 一 个 正 测度 joo 使 
[iW ap Bes), Yu EOCE), 
特别 地 , 当 wrE 蔗 "时 ， 
Jis ap = Pro") = falo") = 2" (00). 
又 当 vw=~ 工 ( 醒 等 于 工 的 函数 ) 时 ， 
po KE) = | Ten -PCD= 记 GD-IGeo) =1. 
但 是 ， 
J B=D 0) aum = |, Ke) -Ma)ann 


(h(am) —h(w)) dye, 


-| CO ~ hb)) dye,>0. (3.6) 
另 一 方面 
| hap ~ Fo) ~ folh) = Pa-Aeo， 
而 | hap,<hleo). 
(事实 上 , 选 g€4(K), 使 h<g, glzo) <h(mo) +s, 则 h<yg, 故 
| AC dno] glo) dm fl9) =gCoo) <hleo)+8, 由 任意 
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性, 即 知 | fa)aus<Aco).) 故 又 有 | (CE(a) 一 Me)) dye<0， 
结合 (3.6) ,有 

| CC- 方 GDana=o0 
从 而 wo(K\Bi(K)) 一 0， 由 命题 3.3.5 知 ，K\extsKCK\ 
B,(K), 艳 ww(E\ext K)=0, 即 wo (ext KR)= ol(K)=1. 因 
此 Leo 时 所 求 的 . 口 

注 ，G. A. Rdqgar 考虑 当 斑 是 具 RNP 的 Banach 空间 时 ， 
OO 是 芋 的 可 分 有 界 闭 凸 集 ， 也 得 到 相应 的 端点 积分 表示 定理 
( 见 参 考 书 [1]p.248)， 

下 面 列举 一 个 在 应 用 时 更 为 方便 的 0hogquet 定 理 推 广 形 
式 , 即 Bishop-de Leeuw 定理 . 

定理 3.3.6(Bishop-de Leeuw) 假设 开 是 局 部 凸 空间 的 
一 个 紧 止 集 ， 之 表示 由 ext 五 及 五 的 Baire 集 生 成 的 og 环 ， 则 
对 每 个 wo€ 下 ,存在 3 上 一 个 概率 测度 jw, 使 

We RK)= he (ext EK)=1, 
且 v* (go) OL yw EXR, 

证 明 可 参见 R. Phelps Lectures on OGhoquet’s theorem 
p.30(D. Van Nostrand Company, ING 1966). 

注 ， 由 这 个 定理 特别 推出 ,车 于 是 Banach 空间 ， 则 对 
每 个 吉 EU(")， 存 在 了 上 一 个 概率 测度 jws (其 中 习 表 示 
extU( 了 XX 和 (U( 卫 *), w') 的 Baire 子 集 生成 的 a 环 )， 使 

Was (U (一 Wai (extU(R")) =1, 


且 中 人 =| oC) dpe , VoEX. 


下 面 给 出 Choquet (推广 ) 定 理 的 一 个 有 趣 的 应 用 ， 
定理 3.3.7(Rainwater) 令 马 是 赋 范 线性 空间 ， 设 {z} 
CT, zEX, 则 


“76， 


2 60 (gn) ->9° (v2), Vo CEextr(X )， 

证 明 .。 只 须 证 充分 性 . 设 |z,[ 专 XY. 

(U( 有 ”), Ww”) 是 紧 凸 集 ， 考 虚 (0U( 卫 "), w") 上 全 体 连续 函 
数 ， 赋 以 范 数 I> 一 maxz, | jz )|， 记 为 C(F(Y)， 显 然 
O(U7()) 是 Banach 空间 ， 

令 @， XO0U(X")), (Qs) (2") = 1"(w), Vw EU(KR'"), 
则 @ 是 一 个 (内 ) 等 距 同 构 . 

任 给 江 EU( 且 *)， 由 定理 3.3.6 知 ,存在 马上 一 个 概率 测 
度 凡 使 h(U(”))=p(extU(X")) ==1, 且 

(0) ~ | QG)(Gnam Vo€EX, 

其 中 卫 表 示 由 extU (了) 及 (U( 耳 “), w") 的 Baire 集 生成 的 o 
环 . 

由 于 AU(E9DNext7 (9)=0， 及 假设 六 (co 一 wz)， 
VYw* EextU( 卫 "), 我 们 有 

Qw, jee Q(%). 
又 | (Qon) (2) < YQ = lel < NM, Ve" EV(X"), 应 用 Lebesgue 
有 界 收敛 定理 , 得 到 
oo) = (Qo) dp lm |), (Qe) 0) dp 
一 limzo(on)， 

由 于 区 是 U(X 中 任意 元 , 这 表明 


w 
za——> vw, [Cl 
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第 四 章 “ 自 反 的 Banach 空间 


Banach 空间 的 自 反 性 是 一 个 古老 的 研究 课题 .至 今 , 自 反 
Banach 空间 是 我 们 了 解 的 比较 清楚 的 Banaoh 空间 之 一 ， 有 
人 称 之 为 研究 Banach 空间 中 具有 各 种 性 质 的 空间 的 一 个 模 
型 .由 它 的 启示 可 以 得 到 具有 其 他 性 质 的 空间 的 许多 结果 . 


$1 关于 商 空间 的 几 个 定理 


定理 4.1.1 设 用 是 线性 赋 范 空间 他 的 闭 子 空间 , 则 

(D) (X/M) SM’. 

(2) MM. 

(3) M*JiM)™. 

(人 兰 表 示 等 距 同 构 ，) 

证 明 ，(1) 令 Qx: 卫 一 了 /MM 是 商 映 像 则 [Rxl = 工 〈 事 
实 上 ,显然 , 1Qx(?)|<1zl, 故 |Qxl<1, 反之 , 任 选 2 竺 下 ,由 
Hahn-Banach 定理 ,存在 2*ES(X*), 使 w*(M)=0, w*(w) 关 
9 再 选 避 ESC 及 ), 使 (oo ==1 一 8, 对 任 s>0. 则 jw 一 外 > 
wv) 一 0 (Y) 一 1 一 8,， VYyE MM, 故 |Qnzs|>1 一 8。 从 而 [Qu|>> 
1, 故 IQx| = 工 . ) 并 且 Qx 是 满 映像 , 故 Qh: (XX/)' 一 "是 1 一 
1 的 , 且 IQxi|=|eQxl =1. 

Qi 的 值 域 RR(QY) 等 于 用， 事实 上 , 任 取 fE (对 /MM)"', 则 
对 任何 EM (Gyj) 0m) =fQu (Cm)) = Ff QD0)) =.f(0) 一 0. 
反之 , JE M9, 令 了 (Qu(w)) 一 fw), 则 容易 看 到 , FE (AN 
且 (Q% 了 (2) = 了 (Quy(z)) ==f (Cw), 对 一 切 %E， 故 一 J 从 
而 BQY) = 对 
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任 取 fE(X/MM)", 则 对 一 切 mE 和, zE 子 ， 
(f(Quw)| = | (Qf) 0) |= | Qf) (G6—m) 
<jgx fl .lz 一 mm， 
从 而 |f(Qxz) | < [QHQxw|, 所 以 
WI-sup| TO oe M)} <I@< UT. 
故 上 1 一 18Q%f|, VYfE (对 /M)'， 这 样 0 就 建立 了 (于 / 双 )* 与 
MM? 之 间 的 等 距 同 构 . 口 

(2) 令 Ty， ZH>， 是 恒 等 映 像 ， 则 址 ;于 "-> 耻 "， 亦 即 
Ti =flu, VfEX', BlIx|= [1%|<1. 

人 ， 芝 */ker (TI)->M* 是 代数 同 构 ， 且 | 多 |=j7T%|<1 
又 ker(Ii) =—{f Ti(f) =0, fFET'}=-{f flx=0, FE 一 
Mr?， 故 名, 总 "Mo 对 是 代数 同 构 . 

任 取 [p] EX”/M'?,， 则 plxEM*, 且 访 ([p])=plx， 将 
pix 保 范 延 拓 为 卫 * 的 元 5( 可 能 就 是 p), 因 (p 一 P) |x 一 0， 故 
FE [pg]， 从 而 

jolj<lo— (~—p1=1pl= lolxl 
=|iicoD I < 
故 1 [pg]1=1 人 [p11， 从 而 入 为 对 /MM 与 MM* 之 间 的 等 距 问 
构 . 口 

(3) S$ MP-{DET™" Glg)=0, BpEM'). 

由 (中 多 知 ，CM )* 守 (ZY*/M)' 半 了 %, 故 只 须 证 明 MM” 
一 JOY 

显然 ,及 ”J (MM), 又 枉 "” 是 Ww" 闭 的 , 故 M%Jz CM)™ 
另 一 方面 ,车 容 在 EM"\JxCM)"， 则 存在 w* 闭 超 平面 分 离 
古 与 Jx(M)“， 即 3fEX*， 使 当 mE 用 时 ，f(m) 一 0， 而 
多 (f) 关 0， 从 而 fE Mo%， 这 与 一 EMo 了 矛盾 ! 所 以 必 有 和 ”~ 
JzCM)™. OI 

注 1， MY” 与 及 人 的 一 个 子 空间 (Jx( 放 )") 合 同 ,但 必 * 仅 
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与 耻 " 的 一 个 商 空 间 ( 脏 "/ 太 合同 . 
注 2， 容 易 证 明 ， 车 44 是 导 中 食 0 点 均衡 目 集 ， 则 也 有 
A J x A)™., 


$2 自 反 空 间 的 判定 定理 


自 反 空间 有 许多 充 要 条 件 . 其 中 某 些 在 一 般 的 泛 函 分 析 教 
科 韦 中 都 给 出 过 所 以 , 实际 上 在 本 书 的 前 面 几 章 中 已 应 用 这 
些 充 要 条 件 证 明 若 于 定理 ， 例 如 ，Banach 空间 马 是 自 反 的 傅 
U() 是 w 紧 的 全 U0 ( 邓 ) 是 Ww 序列 紧 的 ,这 里 为 了 完整 我 们 仍 
然 将 它们 列 出 , 并 给 以 (简单 ) 证 明 . 

定理 4.2.1 若 闷 是 Banach 空间 , 则 下 列 命题 是 等 价 的 ， 

(1) 对 是 自 反 的 . 

(2) 邓 * 是 自 反 的 . 

(8) 导入 /MM 是 自 反 的 , 对 每 个 闭 线 性 子 空间 4 

(4) 导入 /M 是 自 反 的 ,对 某 个 闭 线 性 子 空间 履 . 

(5) U( 耻 ) 是 o《( 伍 , 对 ) 紧 的 . 

(6) U(X) 是 o( 革 , 子 ") 序 列 紧 的 . 

(7) 子 的 每 个 闭 子 空间 是 自 反 的 . 

(8) 吕 的 每 个 闭 可 分 子 空间 是 自 反 的 . 

(9) 于 的 每 个 非 平凡 商 空间 是 自 反 的 . 

(10) 于 *== (及 *, o( 卫 *, 及))" 

(11) 于是 o( 卫 , 子 ) 亚 完备 的 . 

(12) 对 一 切 fEZX"*, 在 U( 卫 ) 上 达到 它 的 范 数 . 

(13) 对 的 每 个 闭 凸 集 有 范 数 最 小 的 元 . 

(14) 也 的 每 个 闭 凸 集 4 是 可 逼近 集 , 即 对 每 个 a€ 卫 , 存 
在 vyE4, 使 lz 一 yl 一 d(%, 4). 

(15) 总 的 每 对 不 相交 闭 凸 集 , 其 中 之 一 是 有 界 的 , 可 用 超 
平面 强 分 离 ， 
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(16) 下 的 每 对 不 相交 有 界 闭 凸 集 ,能 用 超 平面 强 分 离 . 

(17) 于 的 有 界 闭 凸 集 的 每 个 递减 序列 有 非 空 的 交 ， 

(18) 及: 的 每 个 等 价 范 数 是 共 辊 范 数 ( 定 义 见 下 面 的 证 盟 
之 中 ). 

(19) 天 的 每 个 w 闭 集 是 w'* 闭 的 ， 

(20) J 一 Ts, 或 JowiJ* 一 Jsta( 定 义 见 下 面 的 证 明 中 ). 

证 明 ，(DD 过 (2) 若 芋 是 自 反 的 , 对 任何 GEX*, 令 峭 一 
GoJx, 则 EZ'*, 且 Jx() =G。( 事 实 上 , 任 取 pE 瑟 ”， 则 由 
于 于 是 自 反 的 ， 故 存在 某 个 2E， 使 p=Z， 从 而 《9, G> 一 
《2 OO = 8, Gofx>=L%, =), B= Lh, 0 = Cp, Tx (9)>, 
故 Jx 人 yp)=G.) 

从 而 7x: 是 满 映 像 , 故 筷 " 是 自 反 的 ， 口 

(DD 沪 (D) 任 给 FEM”, 定 义 BEX*, Bp)=F(gly), Vp 
EX* 故 BEMW( 事 实 上 , 当 gEMI 时 ,gp|x=0, 从 而 B(9) = 
(glx) 一 0, 故 BEM%)， 由 于 于 是 自 反 的 ,大 存在 sE 子 , 使 
$=8$， 由 于 BEM%, 散 w&€ MH( 因 为 车 业 EM?, 则 由 (ww) 一 和 (内 
(hp) 一 0, 从 而 %E9049) = 和、 因此 ， 

Flgl) =B(g)=z(9) =9(%) =9|u (2) = Tu(2) (gl), 
故 万 =Jx(z), 所 以 J 是 满 映像 ,其 中 Jx: MM>M* 的 典型 嵌入 
映像 ， 从 而 用 是 自 反 的 . 口 

(2) 沪 (DD 设 耶 * 是 自 反 的 ,由 (DD 坊 (2) 知 了 ”是 自 反 的 . 因 
为 Jx( 肝 ) 是 卫 ”* 的 闭 子 空间 ， 由 (了 和 坊 (7) 知 ，Jzx( 了 ) 是 自 反 
的 , 由 于 及 衬 Jx( 了 ), 故 于 是 自 反 的 . 口 

全 之 (3) 由 人 目 僵 (7) 知 , 到 是 自 反 的 ,由 人 一 (人知 ,和 并" 是 
自 反 的 ， 由 于 Mo 是 自 反 空 间 乞 * 的 闭 子 空间 , 再 利 用 (1) 壤 (7) 
的 结果 知 ,RM9 是 自 反 的 , 但 由 定理 4.1.1 知 ，( 生 /Ms 关 Mgo 故 
(了 /M)* 是 自 反 的 , 从 而 由 (2) 之 人知, 总 /凡是 自 反 的 ， 口 

(3) 一 (四 显然 成 立 . 

(人 瀛 (DD 任 取 WE 及 则 由 于 互 /M 是 自 反 的 , 故 
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DE (1 二 (AM = TR/M). 
从 而 ,存在 zoE 于 ,使 对 一 切 pEM?( 玉 /MD)*, 有 
S$(g) = g (wo) — to(g). . 

故人 一 go€ MM% 守 也” 一 Ju(M) (其 中 因为 用 是 自 反 的 )。 从 而 
存在 yoE MM, 使 得 四 一 bo 一 加, 故 务 = 加 十 加 GEJx( 和 )， 从 而 Jz 
为 满 映像 . 故 下 是 自 反 的 . 口 

(DD 坊 (5) 首先 ， 因 为 Jx; (有,，o(,， 尺 "))-*(Jx(X), 
5( 及 “于 ")) 是 两 个 局 部 凸 空间 之 间 的 线性 同 胚 ， 故 品 ( 玉 ) 是 
0( 玉 ， 了 于) 紧 的 合 Jzx(0()) 是 (Jx( 陡 )，o( 子 "，X")) 中 紧 
集 . 并 且 , 由 Goldstine_Weston 稠密 性 定理 知 ,7x( 厅 ( 瑟 ) ”~ 
U(X”). 

车 U( 且 ) 是 ol(X, 下 人 ) 紧 的 对 任 瑟 EU(E”), 由 上 面 说 


明知 ， 存 在 {zjcU()， 使 名 一 > $B， 又 由 上 面 说 明知 ， 
Jx(U( 了 )) 是 o( 且 ”"， 玉 *) 紧 的 ， 从 而 存在 {ww} 的 子 定向 列 
{fw} 使 各 一 > jo, 对 某 个 EU( 斑 )， 但 各 一 > 故 下 =2EG 
Jx( 卫 ), 故 Jz 是 满 的 , 即 下 是 自 反 的 . 

反之 , 由 于 了 是 自 反 的 , 故 Jx(U(XZ))=U(X*")， 自 
Banach-~Aloaglu 定理 知 U(X”) 是 o(X”， 了 ") 紧 的 ， 故 
Jx(U( 卫 )) 是 co( 了 "了 革 ") 紧 的 ， 由 上 面 说 明知 ，U(X) 是 
0( 对 , 斑 ') 紧 的 . 口 

(5) 仿 (6) 由 定理 1.3.5 和 定理 1.3.7 知 ， 

U(X) 是 o( 卫 ，X") 紧 的 全 U(X) 是 o( 卫 ， 天 ") 序 列 紧 
的 . 口 

(7) 坟 (8) 显然 成 立 . 

(8) 过 (6) 任 取 {zojCU(CX), 令 Hspan{w,}， 则 性 是 琉 
的 可 分 闭 子 空间 ， 由 条 件 (8) 知 ,ML 是 自 反 的 .由 (DD 命 (6) 知 ， 
UCM) 是 外 序列 紧 的 . 但 {2,}CU(CM)， 故 存在 {ww} 的 子 序列 


M, M* 
{ony 使 DwoEU(M), 显然 
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o(X, XZ*) 
VW, ——————> Xo. 


ne 


故 U( 及 ) 是 w 序 列 紧 的 ,再 由 (了 D 仿 (6) 知 , 卫 是 自 反 的 . 口 

(De>(9) 注 意 到 ,在 (1 一 (3) 的 证 明 中 已 将 涵 ( 也 一 (9), 反 
之 , 任 取 zoE 闷 ,考虑 下 /span{fooj， 由 条 件 (9) 知 ， 素 /apan{zo} 
是 自 反 的 , 又 显然 ,span {zo} 是 自 反 的 ,由 (人 一 ( 卫 知 ， 碟 是 自 
反 的 . 口 

(GDe>(10) 因 (和 5 ol¥', £))'=Jr(X). OO 

(11) 坊 (DD) 设 卫 是 co( 卫 ， 式 ") 亚 完 备 的 ， 由 于 UU( 下 ) 是 
o( 卫 , 耳 ") 有 界 集 ， 故 U( 卫 ) 是 oC 了， 于 完备 的 ， 车 {56} 记 
Jx(U( 了 )) 使 >BEU(XZ""), 则 {zo} 是 U( 玉 ) 中 ol 了 XX") 
Oauehy 定向 列 ， 故 由 U(X) 的 oC 了 ，X") 完备 性 知 ，3z6 
UC 了 ), 使 


wa >%. 

从 而 = 这 表明 Jx(0( 站 )) =Jx(0CX))"=U(X**). 故 于 
是 自 反 的 . 口 

(D 坟 (11) 设 {26} 是 Ww 有 界 wCauchy 定向 列 , 由 共鸣 定理 
知 , 3X>0 使 {vs} CM CZ), 但 是 ,由 (D 合 (加 知 , DO( 卫 ) 是 Ww 
紧 的 , 故 {ws] 有 子 定向 列 {wo}, 使 四 一 > wzEXU (及)， 从 而 wo 
”> zw, 因此 了 是 Ww 亚 完备 的 . 口 

(了 ) 今 (12) 即 著名 的 James 定理 . 

(全 (0): “>" 设 4 是 闭 凸 集 , 任 取 %E 节 。 


先 w%€4, 使 ly 一 o1<d(w, 4 十 到 则 lo|<lzl 十 lw 一 
2 , 故 {ys} 是 有 界 集 , 由 于 并 是 自 反 的 ,从 而 存在 子 序列 {yn)， 


使 名 一 > YEA4( 因 为 和 4 也 是 w 闭 的 )。 故 
dlw, A)<lo—y) <limly,~ol 


<lim dl%, 人 + 二 -an 4)， 口 
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“=" 任 取 fES(X"). 令 H={w; f(z) 二 14}, 则 d(0, 五) = 

1, 由 条 件 (14) 知 ,存在 ws€ 瑟 ,使 
lvl =a(0, 2») =a(0, I7) =1, 

故 f(z)==1 一 zi 一 fl, 由 James 定理 知 , 们 是 自 反 的 , 口 

(四 会 (13)， 全” 设 4 是 闭 四 集 , 令 4=inf{|z|; zw€ 4}= 
dC0，4), 由 于 了 对 是 自 反 的 ， 由 (了 D 访 (14) 知 ， 存在 z€E 4, 使 jz| 
一 0(0,， 4) =w， 口 

“=" 令 是 :一 {wf 了 (%) 一 4}, 其 中 f 是 SCX* ) 的 任 意 元 ， 则 
a(0, Hj) 一 1 由 条 件 (13) 知 ,存在 zeE 互 7; 使 

lwol =inf{ lyl; yE Hy} =4(0, Hy) =1, 

故 f(wo) =1=]z| = 上天, 由 James 定理 知 ,于 是 自 反 的 . 口 

(D 坊 (15) 设 4 是 有 界 闭 凸 集 , B 是 闭 辐 集 ， 根据 了 是 自 
反 的 知 , 4 是 w 紧 凸 集 ,B 是 到 闭 凸 集 , 但 ( 卫 , o( 人 ,了 XY"))" 一 
令 ”, 由 强 分 离 定 理 知 , 存在 JE", a 和 8, 使 

sup f(A4)<a—-s<ats<inff(B)D 

(15) 坊 (16) 显 然 成 立 . 

(16) 坊 (了 DD) 任 取 JES(X”), 令 A4=t{z; fz)=1, |ol<2}. 

若 U( 卫 ) 几 4#8, 则 由 James 定理 知 , 电 是 自 反 的 . 

否则 ,U(X) 人 N48 由 条 件 (16) 知 ,存在 pES(X"), a 和 
s, 使 

i=supg(U(X))<a-s<atse<infg(A). 


今 ats=ltg, 优 4>0 对 任何 B，0<B< 工 , 选 z€ 
8(E) ,使 Fo)>1-B> 杞 , 则 GE E4, 故 


p(w) <1<1to<g( eT)- WE < I 
令 B>0, 则 有 1<1t+a<lim sb 
lim = 


矛盾 ! 故 U(X)N4zf 口 
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(De>(17); “3? 由 于 有 界 闭 西 集 是 w 紧 的 (根据 工 是 自 
反 的 ), 亦 即 有 界 闭 凸 集 递减 序列 的 交 非 空 。 口 

“<" 任 取 fES(X"), 令 4= 侣 vEU (¥), fF (0)>1- 
2 n=1, 2， 
nN 

由 条 件 (17)， 

站 4= 芭 2EU(CT) fo) =1} #9, 

由 James 定理 , 即 知 了 是 自 反 的 . 

为 了 证 明 (]) 仿 (18), 首先 引入 共 思 范 数 的 定义 , 并 给 出 一 
个 有 用 的 引 理 . 

定义 和 .2.1 设 (成 , | .|) 是 Banach 空间 ， 上 的 另外 一 
个 范 数目 称 为 与 | .| 是 等 价 的 ,如 果 存 在 &B>0, 使 

ulzl<izl<8lzl,vzc 工 . 

注 ， 此 时 (及 ,上 |. 上 与 (了 , 必 有 是 线性 同 厌 的 . 

定义 .2.2 车 (X, 1- 门 是 Banach 空间 , 互 "一 (总 -7 
上 的 范 数 | . 业 称 为 "上 的 一 个 共 氏 e 范 数 , 如 果 存 在 全 上 一 个 
等 价 范 数 上 - 遇 使 


ph" sup [0 2EF, zx0|， vopE(X; 全 


注 ， 显 然 ,此 时 |p|"~sup{ 9， 2E 攻 ,wx0} 与 pl 电 


是 等 价 的 , 且 若 alz|<lzl<Bllsl, 则 


坦 le|sipls 去 lg 
我 们 也 可 以 这 样 说 ， 若 互 "上 一 个 等 价 范 数 ， 它 是 由 在 瑟 上 一 
个 等 价 范 数 所 决定 的 共 孝 空间 "中 的 一 个 范 数 ， 则 互 "上 的 
这 个 等 价 范 数 就 称 为 共 轮 范 数 ， 请 注意 , 我 们 立即 会 看 到 共 罗 
空间 中 的 等 价 范 数 未 必 都 是 共 狐 范 数 . 
引 理 4.2.2 若 让 二 是 与 | 全 等 价 的 互 "一 ( 瑟 ， 有 人" 上 
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的 范 数 , 则 外 六 是 一 个 共 斩 范 数 当 且 仅 当 
De( 吾 天 {2o5 2 EX", lol<1} 
是 o( 了 XY", 于) 闭 的 . 
证 明 : “=>” 若 由 及 是 一 个 共 轿 范 数 ， 则 存在 也 上 一 个 范 
数 由 小 和 w、B>0, 使 
olzl<lol<Blzl, Yw EX, 
且 47 有 一 sap ZE 了 ZX, 2#0), vfEX'”. 
由 于 U(X, ND*=U(CX", BUCA =U(T, 
和. 和 ), 故 
UCZX", Hl) 一 (DZ 三 Wel) UA, 
从 而 UX, 引用) 是 w" 闭 的 . 口 
“=" 车 UU( 有 ,有 由 有 是 w* 闭 的 ， 由 假设 , 上 由 是 X" 上 
一 个 等 价 范 数 , 故 存在 7. 6>0, 使 
rifl"<lA<dlFl", vfe TX”, 


Slol~sup{ Ts fe X', f#0), 


lol<lel<ilol, veeX, 
从 而 和 上 是 (, 上 .1 上 一 个 等 价 范 数 . 
定义 1 7 下 一 sp 二 全 5E 瑟 ， 2*0), 则 中 .及 基 一 个 共 斩 
范 数 . 但 是 ， 
UZ, =U0CX, ED), ，D( 王 有 "一 达 ( 生 2 让》， 
故 


这 (并 J)=002", HD™= UC’, Ht)) 
=U(X", b:W), 
从 而 全 扩 一 二" 让 四 是 共 斩 范 数 ， 口 
有 了 以 上 准备 工作 之 后 ,我 们 下 面 证 明 (1) 邻 (18). 
(DD 过 (18) 著 也 是 自 反 的 ， 且 由 凡是 之 "~(X， 1 上 "上 
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的 一 个 等 价 范 数 , 则 (于 ", 1 人 是 范 闭 四 集 ， 从 而 是 严 闭 的 ， 
由 于 空间 是 自 反 的 , 故 U(X", 上 1 是 w’ 闲 的 ， 由 引 理 4.2.2 
知 ,有 .好 是 一 个 共 辊 范 数 . 口 

(18) 坊 (DD) 只 须 证 明 了 “=Jx( 邓 ), 由 Banach-Dieadonne 
定理 的 推论 (推论 1.2.6), 只 须 证 , 若 BEX”, 则 

B=BINU(X"), 

其 中 Gr-{f feEX", B(f)=0}, 
是 w’ 闭 的 即 可 . 


不 妨 设 51 一 1, 则 B= 从 B。 其 中 
B,—{pEUCX); BP) |<E}, n=1, 9,» 


故 只 须 证明 每 个 B, 是 只 闭 的 即 可 . 
但 是 B。 是 了 "中 有 界 范 闭 均衡 耳 吸 收集 ， 且 int B,*$ 


(实际 上 ,Ux.(0， 如 -)cB,)， 故 它 的 规 西 数 ( 即 Minkowski 泛 


消 )p, 是 了 "上 的 等 价 范 数 ， 且 UV 二 {ff; ps 了) 志士 一 B。， 由 条 
件 (18), ps 是 一 个 共 轿 范 数 , 再 利用 引 理 4.2.2 知 ,U0 是 Ww* 闭 
的 , 从 而 是 w” 闭 的 . 口 

(DD 坊 (19) 当 了 及 是 自 反 的 时 ， 在 侍 " 中 Ww 拓扑 与 w" 拓扑 
是 一 致 的 , 故 (19) 成 立 . 口 

(19)=>(1) 任 取 BEX*, 则 B71(0) 是 w 闭 的 ,由 条 件 i19) 
知 B-1(0) 是 w' 闭 的 , 故 瑟 E (是 王 )) 一 7z( 足 )， 从 
而 瑟 是 自 反 的 ， 口 

(四 之 (20) 这 里 记 yo: 耳 二 及 J1: 三" 一 下 ”一 般 地 Jo 
琶 o 一 人 of95 分 别 为 典型 嵌入 映像 . 对 中 为 玉 的 第 mw 次 共 思 . 

车 于是 自 反 的 , 则 任 BEX”, 存在 ZE 了 芳 ， 使 吓 =Jor, 故 
对 每 个 罗 E 及 ， 

TT DB) = BT) = (To8) (TP) = (ToP) (%) 

一 到 (yoz) = (DB), 
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从 而 罗 一 JioJ6V, 妈 J1o05=Ts, 这 里 Ja 表示 下 “到 与 “的 
恒 等 算 子 .其 他 情况 可 类 似 证 明 ， 口 

20) 一 (也 由 于 Vivyo- Ts 故 vi 是 满 映 像 , 从 而 "是 自 扩 
的 ,因此 了 也 是 自 反 的 .其 他 情况 可 类 似 证 明 . 口 

下 面 我 们 再 列举 一 些 有 用 的 充 要 条 件 ， 它 们 的 证 明 可 在 相 


应 的 文献 中 找到 . 
定理 4.2.3 若 子 是 Banach 空间 , 则 下 列 条 件 都 是 立 为 
自 有 反 的 充 要 条 件 : 


(1) 了 的 每 个 具 基 的 闲 子 空间 是 自 反 的 (A. Pelezynski, 
Studic Math. 21 (1962)371-—374). 

(2) (Davis-Johnson) 下 的 每 个 线性 同 胚 像 是 一 个 共 思 窑 
间 (参考 书 [4 和 219 一 221). 

(3) 对 每 个 JEX", 存在 革 上 一 个 半 内 积 [*,*] (8. i. D)， 
和 天 中 的 元 y, 使 

fl7) =[%, y], viE XA. 

其 中 半 内 积 定义 如 下 : 

定义 和 &.2.3 Banach 空间 对 上 的 一 个 半 内 积 是 下 x 下 上. 
的 一 个 复 (或 实 ) 值 函数 [… ，"], 满足 下 列 条 件 : 

(1) [aw+y, 2 =a[s, 2 + [y, 2], Ya Y, 2E FX, aEK 

(2) [%, 加 一 zl viEX 

(3) |[z, J|<lzl:lyl, vz, yEF 

(4) [%, Byl =Bls, y], va yE XZ, BEK, 
其 中 6 表示 的 共 罗 e 数 (D. G. Faulknev, Rockhy Mowntiain J. 
Math. 7 (1977)789—-792). 

定理 .3.4 Banach 空间 马 不 是 自 反 的 当 且 仅 当 ， 对 任 
何 9, 0<0<1 存在 {oojRaiC8(E)，{ 记 CS 使 得 

0 当 n<m 时 
flon) -| 当 % > 和 时 . 

(R. OC. James, Trwis. A. M. S. 113(1964) 129— 140.) 
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我 们 看 到 在 自 反 空 间 充 要 条 件 中 ，yJames 定理 是 最 强 有 力 
的 。 但 是 ， 必 须 特 别 注 意 应 用 James 定理 时 ， 空 间 及 必须 是 
Banach 空间 .也 见 下 例 . 


例 1(James): 存在 一 个 赋 范 空间 耶 , 使 任何 f€E 了 "达到 范 
数 (显然 芷 不 是 自 反 的 ). 


B=-{(0) ts 6€ R, [orl 


—max|a|}, 
lesen 

n=1, 2, “oe, 

令 


a- (So) f (2n) 7 tn, Vn, 


Isl- (BI) <+ol, 


容易 看 到 , ”~( 也 ) ,及 如 是 自 反 的 . 


令 屠 =-span{w= (zi za …) EE， 对 每 个 nw == (2 
避 ), 其 中 | 要 | ==… 二 ||}. 


令 了 一 {2 粹 ); |z7| 一 … 一 | 避 |} 忆 对 ( 看 作 等 距 诺 

入 ). 
| 第 i 项 
显然 , 节 是 媚 的 线性 子 空间 . 令 @f= {0,…,0,1,0,…,0}), 
nn 
又 令 = (1, *, 1) EFCT, 
n 
第 ;项 


一 \ 一 


La 


= (~—1, ”5 一 二 ， 1, —1..., 一 1)ETXCX, 


则 外 = 喜 ( 角 二奶 ) EX, 敬 妨 cC 下 ,从 而 时 == 刀 
但 是 下 二 B, 事实 上 , 今 Xi1= {0= (01)21€ 于 ;= (Ww …，， 
@) ,其 中 | 又 | =-… = | 汉 |}, 由 假设 耻 =span 了 1. 
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考察 中 元 的 构造 ， 若 wzEX， 则 2 一 六 or， 其 中 y€ 


了 ,4 为 实数 .由 于 wy 了 Xo， 故 不 妨 设 2 一 总 4b， 其 中 WE 
元 o。 根据 及 6 中 元 的 构造 知 ,对 于 
D= (pt1, Way a n>2"* 时， 
二 (ww i) 中 具有 2”! 项 绝对 值 不 同 。 这 样 ,容易 看 
1 1 1 
到 ， a (3, 末 ) (地 B 一) |X 但 显然 ， 
它 是 召 中 元 ， 因 此 ， 了 不 是 Banach 空间 ， 从 而 对 不 是 自 反 
的 . 
但 任何 J/EX' 忆 ~( 忆 @1 ) 是 达到 它 的 范 数 的 ,其 中 


- [CDs mE B10) 一 训 |al }. 事 实 上 ,着 /一 (所 )， 
其 中 所 = 003, …， 85%), /ER = 
取 儿 二 (wi …， %,，…)， 其 中 vw 一 (A , 则 


A 
(ST fl 


jo = 


Ifi ’ 
(Pi 让 让 和 ) Nf? 


$3 自 反 Banach 空间 的 性 质 


一) 哪些 空间 是 月 反 的 . 

我 们 这 里 列 出 表格 ,其 中 有 些 定义 在 下 面 各 章 中 给 出 .车 
于 证 明 也 在 下 面 各 章 给 出 ， 

(1) 一 致 光滑 空间 (定义 5.1.9)， 

(2) 一 致 非 正 方形 空间 (定义 4.4.5)， 

3) 对 任何 正 整 数 玉 , KUR 空间 (定义 5.1.2), 


ea 90 。 


(4) 超 自 反 空间 (定义 4.4.4). 
(5) Banach-Saks 空间 (定义 4.4.6)， 
(6) 和 * 是 very smooth 空间 (定义 5.4.11), 


《7) 卫 凸 空间 (定义 人 .4.7). 
Hilbert 空间 


一 致 凸 空间 一 致 光 洪 空间 

1) 

一 致 非 正方 形 空间 KUR 空间 
(#) 


Banach-Saks 空间 X* very smooth 
(nn) (ui) 
自 反 Banach 空间 

其 中 (*) 证 明 见 第 5 章 §2，(x*) 见 本 章 $4 (***) 证 明 见 
第 五 章 8 2. 

(二 ) 自 反 空 间 的 人 性质 ， 

先 列 出 一 个 表格 . 

(1) 亚 自 反 空间 (定义 4.4.1). 

(29) =LUG 空间 (定义 5.1.3)，SF 可 微 空间 (定义 
5.1.15). 

(3) RNP 空间 (定义 6.3.1). 

(4) WOG 空间 . 

定义 4.3.1 Banach 空间 了 称 为 WCOG 空间 ( 弱 紧 生成 空 
间 ), 如 果 存 在 于 的 一 个 w 紧 集 玉 , 使 及 ~span 下. 

注 ， 当 于 是 自 反 时 ,由 于 U( 玉 ) 是 Ww 紧 的 , 且 spanU( 卫 ) 
一 及, 故 导 是 WOG 空间 又， 显然 可 分 Banach 空间 是 紧 生 
成 空间 ，( 紧 生成 空间 ， 即 存在 及 的 一 个 紧 集 4， 使 得 pan 4 
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一 处， 当下 可 分 时 ， 取 fo]S: 为 BCT) 的 笛子 集 ， 令 4 一 
[人 ;= 二 2，…]}U{0), 则 4 为 和 集 ， 且 部 554 一 不 ,) 从 而 更 
是 WOG 空间 . 


自 反 Banach 空间 
S (a) Cd) 
入 LUC 人 2 亚 自 反 Banach 空间 
.SF 可 微 空间 je web 空间 
RNP 空间 | 
je 
kMP 空间 
(a) 见 本 章 8 4. 
(b)、(c) 见 第 六 章 . 
(d) 见 WOG 空间 定义 后 面 的 注 ， 
(e) Trojanski 证 明 ， 自 反 Banach 空间 可 以 再 赋 等 价 范 
数 , 使 它 在 新 范 数 下 是 LUC 且 下 可 微 , 同时 了 "在 新 范 数 的 相 
应 共 轿 的 范 数 下 是 LUC 且 玉 可 微 (证 明 见 参考 书 [ijp. 167)， 
也 见 第 五 章 8 3. 
下 面 再 给 出 自 反 Banach 空间 的 若干 性 质 . 
定理 4.3.1 若 卫 是 自 反 的 Banach 空间 , 则 
(1) 了 的 每 个 有 界 Ww 闭 子 集 是 w 紧 的 ， 从 而 它 是 到 完备 


(2) 耶 是 Ww 序列 完备 的 . 

(3) 车 fw} 民 -50, 则 人 一 >0. 

证 明 ，(1) 由 于 U(X) 是 w 紧 的 , 对 任何 ^>0， 即 知 所 
要 结果 . 口 

(2) 由 wCauchy 列 是 有 界 的 , 及 XDU( 及 ) 是 Ww 紧 的 ， 对 任 
和 >0, 即 知 ， 口 

(8) 由 于 当 了 是 自 反 的 时 候 ， 闷 * 中 w 拓扑 与 w' 拓扑 合 
同 . 口 
* ly2。 


关于 定理 4.3.1 中 (2) (3) 的 逆 , 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 .3.2，(1) 车 Banach 空间 证 是 Ww 序列 完备 的 , 且 
"是 可 分 的 , 则 了 是 自 反 的 ， 

(2) 若 Banach 空间 对 是 可 分 的 ， 且 当 {0} CX vy 


一 30 时 ,有 避 ->0, 则 下 是 自 反 的 . 

证 明 ，(1) 由 于 于" 是 可 分 的 , 克 (U(Y")， oC( 卫 "下")) 
是 紧 度量 空间 . 

任 取 JES(X"), 选 取 {0}21CU(X), 使 1(zn)->1， 由 于 
友 EU(X")， 放 存在 {名} 的 子 序列 {人 ?ci 便 得 各 一 > 
ww", 从 而 {Zl 是 WOauchy 列 , 故 fei 是 wCauchy 列 ,由 


于 于 是 Ww 序列 完备 的 , 因此 ,存在 EU (下 ) 使 wo 一 *z, 这 样 ， 
就 有 f(z) =1 由 James 定理 , 即 知 下 是 自 反 的 . 口 

(2) 由 于 于 是 可 分 的 ， 故 (U( 玉 "), o( 及 ", 卫 )) 是 紧 度 量 
空间 . 

任 取 区 ES( 及 ”"), 选 { 避 }?CS("), 使 (2;)->1， 从 而 
存在 {ej24 的 子 序列 zt 使 性 >orED(Z9 ,由 人 中 
的 假设 知 ,2* 一 >2", 故 $B(w") = 二 根据 James 定理 , 互 * 是 自 反 
的 , 从 而 刺 也 是 自 反 的 、 口 

下 面 这 个 定理 是 著名 的 Lindenstrauss Phelps 定理 . 

定理 4.3,8(Lindenstrauss-Phelps) 车子 是 无 限 维 自 反 
的 Banach 空间 ，4 是 有 界 闭 凸 集 , 且 int4# 外 则 ext4 是 不 
可 数 的 . 

证 明 ，(1) 先 讨论 4=U( 卫 ) 情 况 . 反 证 法 . 

车 exiU( 卫 ) = {wz oo …}, 令 

PF,={fER' os) = HI<D, n=1, 2,». 


我 们 有 U(X") ~ 了 | 7， 事实 上 ， 任 取 JEU(X")， 和 由 于 
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总 是 自 反 的 , 故 4={zEXilzl =1, fCw) 1f 上 x6， 且 4 是 
U( 肪 ) 的 一 个 Ww 闭 端 西子 集 , 再 根据 自 反 性 ，4 是 w 紧 凸 集 , 由 
Krein-Milman 定理 , 4 一 co™(ext4) =c0(ext 4), 但 是 ,exi 4C 
extU( 王 ), 故 存在 某 个 mw, 使 Fo = 上 fl, 从 而 ERs， 对 某 个 
n、 因此 ,U(X') = 上 到 

显然 , Fs, 是 U(X") 的 Ww’ 闭 凸 子 集 , 由 Baire 网 定理 , 至少 
某 个 ,具有 非 空 相对 w* 开 核 。 不 妨 设 Fi 有 非 空 相对 Ww 开 
核 , 即 存 在 foE ,及 {yf-iCX, 使 

{ffEUCT), [Cf—fo) (1 <1, = 二 n} CF. 

我 们 还 假定 1fol <1， 事 实 上 ,车 上 fol =1, 选 &, 0<a<1, 
使 (一 0) 1 和 folyD) | 过 1 56=1,…, nn. 则 lafol =a<1, 上 且 

afoE{f FEU LR'), [|(F—fo) 0) 1 <1, j=1, »…, n}, 
从 而 ;存在 z1,…, zm€ 邓 ,使 

{f EU(R"); ICf~—afo)s| <1, s=1, 2,.%, n} 

CAfEUCRD); If—fo) YN < ol,*, WER, 
(4.1) 

用 wj 2 …，2m 代替 fo，s1，…，ys 努 可 。 故 假设 ] .oj < 
是 不 失 一 般 性 的 . . 

令 H={fEX' AD = 六 De 一 ca 让 
则 foEH, 且 了 瑟 是 卫 * 中 w* 闭 仿 射 子 空间 , 且 它 在 下 "中 具有 
有 限 补 维 ， 因 为 dim 成 = 十 co, 故 dim 瑟 "一 十 co 目 ‖ < 
从 而 互 AS(ZX7 1 (事实 上 , 令 

EK={f€EX" f(y) =0, fc) 一 0 5 一 1 9 

则 及 = 下 十 fo. 故 存在 及 天 0, 1 及 上 1, 使 有 EK, 从 而 th 
玉 , 对 一 切 t. 放 fo+t 有 EH, 但 | fo]<14 而 |fo+tfi 一 十 0， 
当 纪 > 十 ce 时 .因此 存在 to, 使 0+ 及 E 且 站 1S(X”),) 不 妨 设 
fotif EHNS(T'), 其 中 EX", fi(y) =0, $=1, *, %, 
及 (201)=0， 故 证 4 应 E 本 (根据 (4.14))， 从 而 ,1=| fo 十 
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wfal=|jfolzD)|<1fol :jzl<1fol<1, 矛盾 ! 故 eziU( 于 ) 不 
可 数 ， 

(2) 令 4 是 邓 的 有 界 闭 晤 集 , 有 int Az¥9. 

大 4 是 均衡 的 , 则 Minkowski 泛 函 p4 决定 了 了 上 一 个 等 
价 范 数 ， 且 《 肚 ，p4) 是 自 反 的 。 又 U6, 4， 由 (一 ) 的 结果 知 
ext 4 的 端点 是 不 可 数 的 . 

者 4 不 是 均衡 的 , 则 考虑 如 下 空间 了， 

VY=(XOR),.={(¢, 7); EX, rER!, 
[Cz, r) l=max{lsl, |71}}. 

容易 看 到 ,了 是 自 反 的 . 令 

Ai={(%, +) EV;wEA, 7=1}, B=—co(A1U (~ A1)), 
则 如 是 有 界 闭 凸 均衡 集 , 且 int BG8、 (显然 , B 是 有 界 均衡 是 
集 , 又 因 4 是 w 紧 凸 集 , 从 而 BB 是 Ww 紧 凸 集 , 故 B 是 闭 集 ， 由 
假设 存在 zxEint4, 即 存在 芷 中 开 集 7, 使 

EV Cint ACAh, 


故 太 x (一 二， 到 jceo(C4:U(- .41) 一 B, 因 此 (w,0) €intB, 又 


由 于 B 是 均衡 的 , 故 (0, 0) €intB.) 

8 的 Minkowski 泛 函 ps 决定 了 了 上 一 个 等 价 范 数 ， 因 此 
(了 ，, pa) 是 自 反 的 ,利用 (一 ) 的 结果 知 ,extB 不 可 数 , 但 

ext B= (ext A1) U (ext(—A1)) = (ext A1) U (—ext 41), 
因此 ,ext 4; 是 不 可 数 的 ,但 ext 4i= (ext 4, 1)， 故 ext 4 也 是 
不 可 数 的 . 口 

注 1:， .上 述 定 理 的 逆 不 成 立 , 例如 , 1 的 单位 球 的 端点 是 不 
可 数 的 ， 但 1 不 是 自 反 的 另外， 容易 看 到 上 述 性 质 也 不 是 线 
性 同 胚 不 变 的 ， 即 单位 球 的 端点 可 数 的 Banach 空间 可 再 赋 范 
使 新 单位 球 的 端点 是 不 可 教 的 ， 例 如 下 面 将 看 到 空间 《其 至 
每 个 可 分 Banach 空间 ) 可 再 赋 范 成 为 严格 凸 空间. 

注 2， 目 前 引入 了 Lindenstraus-Phelps 空间 (LP 空 则 )， 
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并 进行 了 其 于 讨论 (V. P. Fonf Fuctional Anal. Appl, 13 
(1979)68—67). 

定义 和 .3.2 一 个 实 无 限 维 Banach 空间 称 为 LP 空间 ， 如 
果 exiU( 子 ") 是 可 数 的 . 

已 经 知道 每 个 LP 空间 含 一 个 子 空间 线性 同 胚 于 co. 若 区 
是 LP 空间 , 则 互 * 是 可 分 的 ,并且 也” 不 是 可 分 的 .又 车 存在 
基 " 中 的 紧 集 序列 {Koj 使 extU( 导 CL), 则 革 可 再 
赋 范 成 为 LP 空间 . 

尚未 解决 的 问题 是 车 Banach 空间 浆 ， 使 互 " 可 分 ， 朋 六 
的 每 个 无 限 维 子 空间 均 含 一 个 线性 子 空间 , 使 它 线性 同 胚 于 co， 
是 否 王 必 是 线性 同 胚 于 LP 空间 ?( 见 (Proe. of Research of 
Workship on Banach space (1981) Edited by Bor Luh Lin 


p. 196. ) 
关于 B( 圣 , 了) 的 自 反 性 讨论 见 J. R. Holub Proc. 4. MM. 


S. 39(1973) p. 175—p. 177. 
定理 4.3'4 若 并 ,是 自 反 的 Banach 空间 ， 有 一 2， °°, 


则 ( 写 @X。) 是 自 反 的 , EL<p< 十 co), 其 中 
(SOX, ), ={ (002s wo 
且 lzl, 一 ( 双 les 疡 <+o 

证 明 留 给 读者 ， 


§4 亚 自 反 Banach 空 间 和 超 自 反 Banach 空 间 


(一 ) 亚 自 反 Banaoh 空间 (Quasi-refexive Banach space) 
定义 4.4.1 设 卫 是 Banach 空间 , 车 dim(Z"/Jx( 玉 )) 
二 十 co, 则 称 且 为 亚 自 反 Banach 空间 , 也 称 dim(X/JxX) 


»196。 


为 亚 自 反 的 序 , 记 为 ord( 蕊 ). 

注 1， 显 然 , 自 反 空间 是 亚 自 反 空 间 ( 因 dim (全 /Jx()) 
=0). 

注 3， 著 名 的 James 空间 (第 三 章 $3 例 1) 是 序 工 的 亚 自 
反 空 间 . 

为 了 证 明 亚 自 反 空间 的 人 性质， 我 们 引入 下 列 定义 及 引 理 . 

定义 4.4.2 令 于 是 线性 拓扑 空间 ， 又 于 是 两 个 子 空间 
MW 的 代数 直 和 ,了 节 一 人 ON 车 映 像 (m, W)h>m-Hn 是 人 Mx 
信 玫 下 的 同 胚 映像 , 即 车, 20) 一 玉 Cwm， 2 ， 则 wear 二 6 一 > 


mm 十 %, 月 若 ji 二 ms Tn > 十 二 ww) 则 (T2166) 瑟 m,n), 则 称 


苹 是 戏 \W 的 拓扑 直 和 .在 不 致 引 起 混淆 的 情况 下 , 仍 记 作 怀 
-MON. 

引 理 4.4.1 若 字 MO@N 是 代数 直 和 ， 卫 :和 X -> 凡是 并 
到 妈 沿 着 六 的 投影 , 即 若 wz=m+2E 瑟 , 则 Poz= 则 下 列 成 
YY: 

(1D) 于 MHO@N 是 拓扑 直 和 当 且 仅 当 了 是 连续 的 . 

(2) P 是 达 续 的 当 且 仅 当 T,X/M3N, T(z+M)=(z+ 
有 HH) nw 是 线性 同 胚 ， 

证 明 ， 人 由 若 王 是 、Y 的 拓扑 直 和 ， 若 外 一 me 十 7 一 
z=m 十 % 则 (19, 6) 一 On, ,从 而 m6->m, 但 Po 一 me Poz= 
m, 故 了 ws->Pz， 从 放 卫 是 连续 的 . 

友之, 若 卫 是 连续 的 ， 又 设 加 一 os 十 7 一 2 一 叹 十 2 刚 Pw 
一 020->PX 一 mm， 从 而 公 一 人 一 Ms 一 2 一 人 所以，(7s，76) 一 
(2 5， 从 而 下 是 弄 、W 的 拓扑 直 和 .证 毕 . 

(2) 首先 有 了 (z+M)= (一 已 2 (事实 上 , 若 2E 怀 2= 
Pw 十 (I 一 P)w， 则 ww 十 用 = (I 一 P)w 十 肚 ， 因 此, 当 y€T(% 十 
及 ) 时 ,有 YE((IT 一 PP)z 十 避 )NN, 故 y= (I 一 P)s+m€EWN, 对 
某 个 mEAM, 因此 m=0, 故 y= (7T~P)z, 即 卫 (z 士 1) (I 一 
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P)s.) 

其 次 ,了 了 总 是 连续 的 (事实 上 , 车 {z3} CCN, wm->2 EEN, 
则 (88) =m4 十 用 ,TT(w) 一 zw 十 民 , 由 于 商 映像 总 是 连续 的 ， 
故 Ti(w) 一 ws M->w+ M=7T7-1(%).) 

车 了 了 是 连续 的 , 则 当 ze 一 2 时 ,ws 十 及 ->z 十 民 , 从 而 了 (os 十 
M)= (7 一 也 )os 一 下 (2 十 MI) = (I 一 P)w, 故 Prs->Pz， 即 了 是 
连续 的 . 

反之 ， 若 卫 是 连续 的 ， 则 了 一 卫 也 是 连续 的 ， 但 工 - 卫 = 
ToQx, 其 中 Qu: 三 一 全 / 是 商 映像 ， 因 为 Qu 是 开 映 像 , 任 取 
VW 中 开 集 六 , 则 QTV)) 一 (I 一 P)3(V), 因为 (I 一 了) 
(让 ) 是 开 集 , 从 而 TT-(V) 也 是 开 集 ,所 以 了 是 连续 的 故 了 是 
同 胚 (显然 ,了 是 线性 的 ). 口 

引 理 4.4.2 苦于 是 Banach 空间 , 则 

"=r DI rT) 
且 Jx(Z) OTR/J rT"). 

证 明 ， 对 任 了 了 EX, 令 Vr(o) = 了 (2$), VwE 导 , 则 prE 
六 ", 令 P(F)=Jr(gr)=@r, 则 P(F)EJre(Z"). 

显然 ,已 ; 卫 “>Jx.( 卫 ") 是 一 个 线性 上 映像， 又 因为 

ppm(Z) = P(F) 人) =Pr(2) 一 (pp) =gpr(%), VE ZX, 

故 PP PF, 从 而 
P(P(F))=@pn=Br= PP), 
故 卫 是 一 个 投影 。 并 且 ， 
POF)(0") =@Br(o") =2" (gr), Ve" €E KX™, 
特别 地 , P(EF)(4)=Z(gr) 一 Jp(z) =F(2), 故 (FP—P(F)) (2) 
一 0, 亦 即 (IT 一 了 )(F)EJzx( 子 )+, 并 且 ， 
POI = = lpr) ~suplpe(o) | =—sup| PO) 


由 引 理 4.4.1(H 知 ， 马 一 Jr 人 (三 7z ZE) (拓扑 直 
和 ), 再 由 引 理 4.4. (2) 知 
Jx( 玉 )+ 必 是 /Jx( 了 ") (线性 同 胚 ). 口 
定理 4.4.3 Banach 空间 卫 是 序 冯 的 亚 自 反 空 间 舍 卫 " 
是 序 m 的 亚 自 反 空 间 ， 
证 明 ，dim(X**/Jz()) =% 
Sdim (ZIT) =n 


(定理 4.1.1) 
€———dim(Jx(X)!) =% 


( 引 理 4.4.2) 
dim(X™”/Jxr(X")) =n. 口 


引 理 4.4.4 若 耻 是 Banach 空间 , 及 是 于 的 闭 子 空间 ， 
则 
(DD xz( 瑟 ) 十 Wo 是 互 ”的 闭 线性 子 空间 - 
(2) MYJTuy(M)T Tr(T) TM /Tz(XT). 
(8) (X/M)"/Jr(X/M)TI HR" /TR) TM™). 
证 明 ，(D 令 Qx: 和 -> 袜 /M 是 商 映 像 ， 
首先 ， 我 们 有 JJzmaoQx=Qzoyz， (事实 上 ， 任 取 wE 了 X， 
CE( 导 /MD)", 则 
[Qo x (0) C2) = [QL FR")] (2) ~P" (Quy) 
一 [7 zf(Qac)] (he) 
=[(Jx/x° Qu) 2 (h’), 
从 而 JzxuoQx 一 QXoJz.) 因 此 ， 
Qi evyr(Z) =Jzx/yo Qu(T) =Jz/(X/M), 
故 (Q2)-(Jzxju(/M))=Jx( 耻 ) 十 Ker(Q?Y)， 因 为 , Jxjx( 焉 
/MM) 是 ( 卫 / 必 )” 的 闭 子 空间 ， 故 Jx( 卫 ) 十 ker(QY) 是 子 ” 的 
闭 子 空间 ， 下 面 证 明 ker(Q@#) 一 MM%， 故 Jx( 玉 ) 十 必 ” 是 访 “ 
的 闭 子 空间 . 
事实 上 , 由 于 Q@% 的 值 域 RC(Q&) =M%， 故 当 4s”E MY 时 ， 
对 任何 ECX/M)” 
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Qu 0 Ch) = Qh") =0, 
从 而 MmCker(QY)， 反之 ,车 x Eker(QY), 则 Q¥ (2”) =0， 
任 取 六 ECE (及 /MM)*, 则 
2 (Qaj) = (Qi ) 1°) —0, 

故 在 RCQY) 上 ww” 等 于 0, 但 是 BCQ%) 一 M0, 故 2*EM%, 从 而 
ker(Qx CM™, 即 ker(Q¥) = M™. 口 

(2) 令 Ry 及 ">M* 为 限制 映像 即 对 EX*，Ryf= 
flx， 则 Bi 将 *“ 映 到 NM%， (事实 上 任 取 gEM?, m*€ 
Me 则 

(CR )(p) =m" (Ryp)=—m" (0) =0, 
故 Ry Cm*) EM”, 即 Ry(M™*)CM™”.， 反之 , 任 取 2*€EMY. 
对 任 给 EM*， 取 当 ，%2 为 mm* 到 三 "的 任何 两 个 保 范 延 拓 
(如 果 存 在 多 于 一 个 保 范 延 拓 )、 则 wi 一 EM 从 而 w(x1) 一 
w“(2). 根据 这 一 点 可 以 定义 mw“E MW, 使 (mm) 一 (v7)， 
其 中 性 为 m* 的 任 一 保 范 延 拓 ， 这 时 就 有 
(oo (o =m" (Buy) oo Yo* EF”, 

天 ByCm") 一 0 这 表示 MC Ry CM”*), 即 MM%= Ry(M**).) 

容易 看 到 | Ry| = | Ryl sl 

另 一 方面 ,对 m“E WM”, 任 取 m' EM', Tm*|<1， 考 虑 mm* 
的 任何 保 范 延 折 公 GE 则 | os 二 且 Ryw* = 故 

IanoD1-lmCRuenlssaplRmwon| 
< 委 | Bao 

因此 得 到 | om” | six <1m“i。 这 表明 Ry 是 一 个 合同 . 


此 外 还 有 
Ry y= zr|u. (4.2) 


(事实 上 , 任 取 EX ,mE 有 则 
(Bxowya(oa))(o) = ym) (Ryy’) = (Rar) (mm) 
= (m) = zx(m) (2"), 
故 BaoJx=Jz|x.) 
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令 Qj cr): 三 卫 /J x( 卫 ) 是 商 映 像 ， 因为 
TxCXINMY- Tx M). (4.3) 
(事实 上 ,车 4ENWU", 但 vw 皇 肥 , 则 存在 pE MM', 使 g(w) 0, 故 
vz(O) 扩 Mo 矛盾 ! 放 必 有 2EM, 邑 Jx(X)N MCJzr(M). 
反之 , 若 mCE 用 , 则 Jzx(m) EJYzx( 革 ), 且 对 任何 pE MI 有 
0=g(m) =Jx(m) (yg), 
故 VxCm)E MY, 从 而 JxCM)CJx(X) NMY.) 

所 以 ,QoooBy 将 MM” 映 到 (Jx( 及 ) 十 M”%)/Jx( 了 对)[( 事 
实 上 ， 

M™ -2 Mo DT RI EM /TNR).) 

并 且 , ker (QcxyRy) =JuxKM).， (事实 上 ,车 m*E MW", 使 
QRy(m")==0， 则 RiyCm"“*)EJz( 卫 ),， 且 By 映 和 ”* 到 
M%, 所 以 RS ") EIN MM (NM), 放 me。 
Ra) 1oJx(M) 2 ET M), 所 以 ker(Q,ow Rx) CJ uM). 
反之 ,车 mEJu(M) BB) -1oJx(M), 则 

Bs (m™) e700 EED (NMC KR), 
故 QopRv(m") 一 0.) 令 
人， Moon Ha 
SC(m™”+tJu(M))= Qo0° Ry Mm), Vm™" €E M", 
则 8 是 ”va(f) 与 (yz(X) 二 MD)/7z(Y) 之 间 的 线性 同 
肛 . 口 

(8) 令 QucriD; 《/ 有 性) 一 (于 /有 )/J zu( 芳 /以 ) 是 
商 映 像 . 

QY: 广 >( 了 /MM)” 是 商 映 像 Qx 的 二 次 共 圈 映像 ， 则 

Oy OY 将 肪 ” 映 到 (X/M) /J zl /M). 

并 且 ker(Qy ur RY) =J (I)+ MY". 
(事实 上 ,车 yxcznp8Y (2 ) 一 0, 对 某 个 ZE 了 ， 则 
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Qxr (co”) ET wu KR/M), 
故 WE (Qi) iru (F/M)= Tr (XT)+MY 
(根据 (1) 的 证 明 ), 反 之 亦 然 ，) 
从 而 令 
TX"/(Jr(X)+M) XR/M)" /Tr F/M), 
T(J zx)+ MY) = rn QE (vw), 
则 全 就 是 一 个 线性 同 胚 ， 口 
注 ，(2)、(8) 证 明 中 算 子 S、T 了 就 是 由 原来 的 算 子 导出 的 一 
个 1 一 1 算 子 . 
定理 4.4.5 车 下 是 Banach 空间 , 则 
于 是 亚 自 反 的 仿 对 每 个 闭 子 空间 用, 于/ 开 及 对 是 亚 自 
反 的 . 
仿 对 某 个 闭 子 空间 MW, 对 / 必 及 让 是 亚 自 
反 的 . 
证 明 ， 
dim(¥"/Jr(X))<+o0 
>dim((Jz(X¥)+M)/Jr(F)) <+o0 
EL) qim (MT M)) <+o0 
一 4 是 亚 自 反 的 . 
又 
dim( 刀 和 /7Tz( 避 )) 二 十 co 
一 dim( 环 */(Jx( 了 ) 十 Moo)<< 十 co 
3 qin (xX/M /Tr F/M)) < 十 oo 
瀛 革 / 必 是 亚 自 反 的 . 
反之 ， 
了 /LN 是 亚 自 反 的 
Sdim((X/M) /Tr F/M)) < +o0 
E40 i (TRI LM) /Tx XK)) L+Ho0, (4.4) 
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又 
了 是 亚 自 反 的 过 dim (M*/Jy(M)) 过 +o0 
EY qim((Jr(F)+M")/Tr(T)) 
< 十 oo， (4.5) 
由 (4.4) 及 (4.5) 知 ， 
dim( 卫 ”"/Jx( 耶 ))< 十 吕 坊 于 是 亚 自 反 的 ， 
并 且 ， 
dim (ZX™/ (Tx(RI FM + dim((T rR) M") /Tzx(X)) 
=dim(X"/Jx(X)). 
故 ord( 卫 ) =ord(M) 十 ord( 且 /让 ), 其 中 ord( 卫 ) 表 示 玉 的 亚 
自 反 序 . 口 

注 工 由 有 [Jar(MN)s(7z( 瑟 ) 二 Mo) ) 知 ， 

MM 是 自 反 的 抱 对 "Cr() 

之 /Tr(R)TE/M /Tr F/M). 

注 2， 由 (及 /M)"*/Jzx(X/M) XX"/(Jz(F)+M"), 

知 ,也 /及 是 自 反 的 售 Jx() 十 人 ”= 了 
> M"/Jy(M) STI"/Jzr(T). 
定理 4.4.6 若 Banach 空间 肝 是 亚 自 反 的 , 则 
全 是 自 反 合 卫 是 Ww 序列 完备 的 . 

证 明 ， 车 也是 自 反 的 ， 由 定理 4.2.5(1) 知 ， 玉 是 Ww 序列 
完备 的 . 

反之 ， 若 互 是 序列 完备 的 ， 令 ord (了) 一 0 

任 取 {wm}%iCUC), 令 于 1 一 9pan{vw}, 则 ,由 定理 4.4.5, 
ord( 厂 1)= 二 mn， 且 耻 1 是 可 分 的 , 又 了 1 是 WW 序列 完备 空间 
互 的 闭 子 空间 , 故 互 : 也 是 w 序列 完备 的 . 

又 一 Jx《 了 1) 了 ,其 中 dim( 了 了 ) 一 n， 放 于 ?也 是 可 
分 的 ， 从 而 i 是 可 分 的 . 由 定理 4.23.5 知 ， :是 自 反 的 ， 从 
而 存在 {zn} 的 子 序列 {oj2o 及 zcEYu 使 

wi (wi) > viv0), Vo1E KRY, 
es。203， 


显然 ， 2 (On ) 一 > 2 (v0), Vo ER 


即 wu -一 > zo( 在 之 中 ), 故 U( 玉 ) 是 w 序列 紧 的 ， 所 以 , 下 是 
自 反 的 . 口 

推论 4.4.7 若 亚 自 反 Banach 空间 及 具有 无 条 件 基 ， 则 
之 是 自 反 的 . 

证 明 ， 由 定理 4.4.6 的 证 明 ， 因 为 入 是 可 分 的 , 故 瑟 ” 是 
可 分 的 , 利用 定理 2.3.11 知 ,也 是 自 反 的 . 证 上 比 . 

注 ， 且 不 是 亚 自 反 的 ， 因 为 有 是 Ww 序列 完备 的 , 但 及 不 是 
自 反 的 . 

(二 ) 超 自 反 Banaoh 空间 (Super-reflexive Banach space). 

为 了 介绍 超 自 反 Banach 空间 ,我 们 首先 引入 几 个 概念 . 

定义 4.4.3 一 个 赋 范 空间 了 称 为 在 另 一 个 赋 范 空间 六 
中 有 限 表示 , 如 果 对 了 的 任何 有 限 维 子 空间 了,， 和 8>>0,， 存在 
六 中 有 限 维 子 空间 互 ,， 及 全 :了 ,一 了 使 全 是 了 ,与 互 。 之 间 
的 一 个 线 狂 同 胚 , 且 1 呈 1 人 -下 < 十 s， 

注 工 这 时 ,也 称 互 模 写 (minic) 了 上 记 作 了 尺 蚤 . 

注 2， 对 任何 两 个 Banach 空间 (或 赋 范 空间 ) 卫 .了 了 ， 定义 

dC, 了) =inf{]7T1.j7T7!l 了 是 下 > 了 的 (上 ) 线 性 同 压 }， 

称 之 为 下 了 的 Banach-Mazur 距离 ， 

这 样 ,定义 4.4.3 就 是 说 ,对 了 的 任何 % 维 子 空 间 了 了, (= 
1, 2,…), 和 每 个 s 二 0 存在 叶 的 n 维 子 空间 了 使 | 

dR, Ps) <1+e. 


关于 有 限 表示 有 下 列 性 质 . 

定理 4.4.8 关于 有 限 表示 有 如 下 人 性质 ; 

(GD 车 ZK 了 ,了 玉 王 , 则 ZKZ( 传 递 性 ). 

(2) 对 任何 赋 范 空间 ,有 五 < 也 Kco, 其 中 五 表示 可 分 
的 Hilbert 空间 . 

(8) 对 任何 赋 范 空间 卫 , 子玉 。 
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证 明 ，(1) 显然 成 立 . 

(2) 可 分 Hilbert 空间 可 在 任何 赋 范 空间 中 有 限 表示 ， 这 
就 是 著名 的 Dvoretsky 定理 ， 它 是 泛 函 分 析 中 最 深刻 的 结果 之 
一 。 证明 是 相当 长 的 . 较 短 的 证 明 可 见 V. D. Milman， 
Funkcional Anal. ¢. Prilozen 5(1971)28 一 37( 俄 文 ) . 

现在 证 明 卫 -<oco, 任 取 了 的 nw 维 子 空间 于,, 和 s>0. 


取 8( 瑟 ) 的 8 网 foo …, mm}, 其 中 0<6< 了 sz. 取 上 万 E 


SC 有 ")， 使 有 (20) 一 1， 5 一 1，…, m， 则 对 任何 wsES( 及 ,)， 选 
,1<I<m, 使 wj 一 2 过 5， 因此 
‘Sup, [fi(2)|>f1(%)>1~—6, 

故 C1+e) sup | Po [>(1+e)fo)>(1+e) (1-6)>l, 
从 而 ,对 任何 EX, 有 (1+s) sup | jc) >]zl. 

定义 7, 及 二 >00， Tc) = (fi(%2), 四 fnl%), 0, ph) wsE€E 
了 了,, 则 了 是 线性 算 子 , 且 TT, 是 ce 中 全 维 子 空间 , 县 : 

Two) = Cf C2), », fC%), 0.…)| = sup |fi() | 


1 
1+s’ 
又 Twl<lzl, 故 IT1.17T7!<1+s. 口 
(3) 证 明 要 用 到 如 下 著名 的 局 部 自 反 原理 . 
局 部 自 反 原理 : 对 卫 ” 中 任何 有 限 维 子 空间 召 及 ”中 任 
何 有 限 维 子 空间 和 >0, 存在 全: ->T( 且 )CC 人 ,使 得 
© TI IT-1<1+e. 
他 了 | nr — 1g, 其 中 Ts 表示 便 等 算 子 . 
图 <To”, f=<f, «>, VfEF, »*€EBE. 
(证 明 见 Lindenstrauss & Rosenthal, Tsrael J. Math, (1969) 
825 一 349. ) 口 
下 面 我 们 引入 超 自 反 空间 定义 ， 


>)z|. 
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定义 和 .4&.4& 一 个 Banach 空间 天 称 为 超 自 反 的 . 如果 每 
个 在 芋 中 有 有 限 表 示 的 Banach 空间 了 都 是 自 反 的 ， 

注 ， 由 这 个 定义 , 相应 地 ， 对 Banach 空间 中 的 任何 性 质 P 
都 可 引入 “ 超 性 质 P”。 即 若 王 是 Banach 空间 中 的 某 个 性 质 ， 
车 Banach 空间 及, 使 得 每 个 在 下 中 有 有 有限 表示 的 Banaoh 空 
间 了 都 共有 性 质 卫 , 那么 Banach 空间 互 称 为 具有 超 卫 . 

显然 ,具有 超 性 质 卫 的 Banach 空间 必 具 有 性 质 已 。 故 超 
自 反 空间 是 自 友 空间 . 

定义 4.4.5 Banach 空间 节 称 为 一 致 非 正 方形 的 。 如 时 
B={(%, 人 jg， yER!, [Cz, Dh=1zl+lyl} 不 可 以 在 节 中 
有 有 限 表示 , 即 存在 3>0, 使 对 一 切 z, YEU (不 ), 有 

min 舍 Io+yl, 雪 lw}<1-. 

定义 4.4&.6 Banach 空间 于 称 为 具有 Banach-Saks 性质 
(B. 8S. 卫 )， 如 果 每 个 有 界 序 列 {ooje aiCS， 有 一 个 子 序 列 
{5p} 和 1 使 {ynj 站 1 的 算术 平均 值 按 范 数 收敛 于 并 中 的 一 个 元 ， 
即 

i 二 二 Yn > oo 荆 总 . 
NN 


Banach 空间 了 称 为 具有 WwBanach-Saks 性 质 ,如 果 对 于 中 每 
个 w 收敛 于 0 的 序列 {zowjb 有 子 序列 {gn}%-1 使 

i 十 Yn _>0 

一 人 。 


注 已 经 证 明 Banach-Saks 性 质 的 Banach 空间 是 自 反 的 
(参考 书 [1]p. 83), 故 
总 具 BSP 今 瑟 是 自 反 的 且 具 wBSP， 
且 Banach-Saks 性 质 是 线性 同 豚 不 变 的 . 
下 面 我 们 列举 某 些 结果 ， 
定理 4.4.9 营 卫 了 了 , 下 是 超 自 反 的 ， 则 了 也 是 超 自 反 
的 (网 Oanad. J. Math. (5) (1972)896 一 -904)， 
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定理 4.4.10 于 是 超 自 反 仿 对 "是 超 自 反 的 . 

定理 4.4.11 若 剧 是 一 致 非 正 方形 的 ， 则 了 是 超 自 反 
的 . 车 也 是 超 自 反 的 , 则 于 具 BSP. 

定义 4.4.7 Banach 空间 马 称 为 Po，s) 凸 的 ,如 果 对 每 
组 v1,…, wn EU( 导 )， 有 minlwsm| <2—e. Banaoh 空间 闷 


称 为 卫 凸 的 ,如 果 对 某 个 n, 及 s>0, 它 是 P(n, 8s) 严 的 . 
定义 4.4.8 Banach 空间 也 称 为 J 了 (nw, 8) 同 的 ,如 果 对 每 
组 wi， "gy wnEU( 斑 ), 有 


k Ea 
min JS%— > wl<n—s. 
tl<xen lt=1 t=%+1 


于 称 为 了 凸 的 ,如 果 它 是 J 了 (mn, 8) 凸 的 ,对 某 个 % 和 8>0. 

定理 4.4.12 Banaoh 空间 邓 是 超 自 反 的 , 当 且 仅 当 它 是 
J 串 的 。 (证 明 见 D. van Dulst, Math. Qentram Amsterdan 
1978 p. 215. ) 

定理 4.4.13 P 卫 目的 Banaoh 空间 是 超 自 反 的 . 

证 明 ， 实 际 上 ， 容 易 看 到 卫 凸 Banach 空间 是 J 凸 的 
(了 (as) 凸 是 了 (oa 8) 目的 )。 由 定理 4.4,12 知 ， 书 凸 空间 是 
超 自 反 的 . 

注 ; 了 天 洪 生 、 赵 俊 峰 、 王 烷 被 ， 南京 大 学 学 报 (1981)123 一 
129, 及 阴 洪 生 ; 数学 年 刊 Vol. 3 no. 5(1982) 617 一 625 研究 了 
与 己 凸 性 质 等 价 的 召 旧 性 质 , 得 到 若干 性 质 . 

定理 4.4.14 若 并 是 Banach 空间 , 则 

玉 是 超 自 反 合 怀 可 以 再 赋 范 为 一 致 凸 的 ( 记 作 守 U0) 

兮 忌 可 以 再 赋 范 为 一 致 光滑 的 ( 妆 UE) 
《定义 见 定义 5.1.9) 
全 及 可 以 再 赋 范 是 一 致 凸 且 一 致 光滑 的 
《> 也 具 超 BSP 
今 且 具 超 RNP 
售 耳 具 超 KMP 
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今 树 列 在 三 中 生长 (定义 4.4.9). 
( 见 参 考 书 [1p.88. ) 
定义 4.4.9 Banach 空间 中 的 一 个 % 一 8 树 是 于 中 一 
个 点 列 {zp}#27 ,满足 
(D z= et ,dO 


(2) J22— wntil>e. 
称 树 列 在 了 中 生长 ， 如 果 对 每 个 >>0， 每 个 X>0， 存 在 一 个 
nC，8), 使 得 , 当 n 之 nC(h, 8),， 且 {217! 是 一 个 2 一 8 树 时 ， 有 
7( {wm 11}=maxt{ [sil; 1<i<2—1}>h. 

注 1i,，G, Pisier (Tsrael J. Math. 20-3, 4(1975)826—350) 
已 证 明和 如果 于 是 超 自 反 Banach 空间 , 则 存在 p>>2 和 6>0 和 
防 上 一 个 等 价 范 数 用 咱 ， 使 ( 脏 , 村 有 是 一 致 凸 的 ， 且 它 有 一 个 
凸 性 模 5(8) 三 inf{1 一 1/2]z 二 2; zl 一 上 y=1, 一 名 兰 引 满 
足 ,6Ce) 之 0e, 对 每 个 >0， 从 G. Pisier 证 明 中 可 以 看 到 ,有 | 
还 可 选取 使 |z 科 和 ol 科 人 十 人 jz 记 对 任何 指定 的 9， 0<n<1. 

注 2， 由 定理 4.4.14, 容易 证 明定 理 4.4.9 及 定理 4.4.11, 
事实 上 , 若 妃 是 超 自 反 的 , 则 互 己 UO, 而 王 二 下 故 卫 忆 UG, 从 
而 再 应 用 定理 4.4.11 知 了 是 超 自 反 的 。 又 8. Kakutani 证 明 
一 致 凸 空间 具 BSP( 参 考 书 [1]p.78), 车 也 是 超 自 友 的 , 则 子 
守 UO， 但 Banach-Saks 性 质 是 线性 同 胚 不 变 的 ， 故 互 凑 
Banach-Saks 性 质 、 定理 4.4.11 的 第 一 个 结论 是 由 于 一 致 非 
正方 形 是 P(2, 8) 凸 的 , 故 由 定理 4.4.13 即 知 。 

注 8， 下 面 的 例子 是 M. M. Day (Bull. 4. M. 8 47(1941) 
313 一 317) 给 出 的 , 它 是 BSP 空间 ,但 非 超 自 反 的 ， 


例 1: Xs 一 ( 汪 @K ) ,其 中 
= {ers “EER, | CALE ,= (2 EA ") 小 
M. M. Day 证 明 它 不 线性 局 胚 于 一 致 凸 空 间 ， 根据 定理 
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4.4.14, 它 不 是 超 自 反 的 ， 又 ,从 S. Kakutani 证 明 一 致 凸 空间 
是 具 BSP 的 过 程 中 看 到 , 如 果 存 在 0<89<2, 使 得 对 Banach 空 
间 于 中 任何 (oo) 生 :CU( 症 ) oo -一 >0, 必 存 在 oo WE(on) 
使 [mzi|<<9， 则 于 具 wBSP.， 利用 这 点 容易 证 明子 x 具 
BSP( 见 J. R. Partington, Maith. Proc. Oamb. Phil. Soc 82 
《1977) 369—-874). 

由 于 BSP 空间 是 自 反 的 , 故 Xx 是 自 反 的 ， 这 也 说 明 , 自 
反 空 间 未 必 是 超 自 反 空 间 . 口 

下 面 例子 是 A. Baernstein II (Stwdia Math. T. XLII. 
《1972)91 一 94) 给 出 的 ， 它 是 自 反 的 , 但 不 具 BSP. 

例 2， 称 自然 数 的 非 空子 集 c 为 可 允许 子 集 ， 如 果 o 是 有 
限 集 , 且 o 的 基数 <o 中 的 最 小 元 ， 

令 荆 = {0o;o 为 可 允许 子 集 } 

对 ol oaE 刀 , 记 c<aos 如 果 oa 的 最 大 元 小 于 aa 的 最 小 
pi 

可 人 允许 子 集 的 一 个 序列 {ow}z1 称 为 块 序列 如果 ow 二 
Ownt+1, VE>1. 

对 oE 了 ,和 实数 序列 4 一 (ww)%y 定义 

S(w, o) -lel. 
对 一 个 块 序列 {o%}, 定义 
Sw, {or) -= (BS, 00)*) 

且 令 je| =sup{SCz，{ow}); {cx} 是 一 个 块 序 列 } 

Baernstein IIT 空间 为 全 p= {= (oilz 才 < 十 co 

容易 证 明 丈 p 是 Banach 空间 , 令 


第 % 项 


一 《0， ”3 0, 1, 0， pe 


容易 看 到 en =1. 
下 面 证 明 (eof 是 有 界 完 备 、 收 缩 基 , 利用 定理 2.2.4 即 知 
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和 zs 是 自 反 的 。 又 由 于 (en)>1 是 收缩 基 , 故 6, 一 >0， 令 {euj2， 
是 {60}: 的 任何 子 序列 ， 如 果 
Sy -b> en 一 0EC KB, 
则 z~0。 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 若 选 c= fs …， vod 则 
1Ss| > 到，vm。 
故 {e} 亿 :没有 子 序 列 , 使 子 序列 的 算术 平均 值 范 数 收敛 ， 因 此 


和 不 具 BSP. 
(1) {ejm: 是 了 es 的 基 ， 事实 上 ,对 每 个 Es, 记 


| Teo— Dw. 
车 {es}o1 不 是 基 ， 则 存在 vwERs, 使 Zoo >1, vn. 特别 地 ， 
| 可 > 世故 在 忆 中 存在 o<os<…<aro 使 
Sl, ox)’>1. 


令 m 是 op 中 最 大 的 元 ,出 于 17"w 上 >1, 故 在 荆 中 存在 cpmia 
之 之 p00); 使 0p 过 0pcw+1, 且 


So cm- b> S(Trw, oy)?>1. 
k=p01)+1 


k=p(1)+1 

故 lzl>> pa SB (wv, oy)*>2, 
继续 下 去 ,得 到 |z| = 二 eco, 矛盾 ! 故 {es}?-i 是 了 sg 的 基 . 

(2) {enjx-1 是 有 界 完备 的 。 事 实 上 ， 假 设 = {oj& ai 是 一 
个 实数 序列 ,使 

sop|B ol <+o, 
容易 看 到 ,wE 了 XBp， 由 于 {en}?-i 是 邓 s 的 基 , 故 
> IE 一 多 


特别 地 , 它 表明 级 数 2 me, 是 收 化 的 ， 故 {ox}?-1 是 有 界 完备 
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基 . 
(3) {6s}?-1 是 收缩 基 . 事实 上 ,假设 不 然 , 则 存在 2*€ XX%， 
及 正 整数 的 严格 增加 序列 {pCm)}3- 其 中 p(D=1,， 入 a 中 
一 个 序列 {2"}%-y 使 jx 台 入 二 w* (wm)>>6>>0,，Ym, 对 某 个 2 
且 w” 的 坐标 ol 除了 2p(m) 和 5<2( 十 机 外 ,全 为 0. 
令 &(0) = 二 定义 
QW =n—1)+p(Q 2—1)), n=1, 2 


、 sl 1  % 络 :o 
定义 VT TD 人 


且 令 w 是 一 个 序列 , 它 定义 为 
一 好, PQN-1)) ip(Qm)). 

下 面 将 证 明 s€ Xs, 于 是 “= 沁 这 表明 级 数 在 不 s 中 收敛 ， 
但 这 是 不 可 能 的 , 因为 改 (o > 143。 这 个 矛盾 说 明 {en}%i 是 
收缩 基 ， 

令 {ow} 计 1 是 任何 块 序列 ,对 %=1.2、…', 令 

(0) 一 {8; ow 的 最 小 元 在 [pCQ《x 一 1)), pC(Q(m))] 中 }. 

又 令 以 (W) 为 4(n) 的 最 大 元 . 

当 %EA(n)， 且 <h(n) 时 ， rp 全 部 落 在 [p(8@(n 一 1)， 
PCQ@(R))) 中 , 帮 S(z%, oz) 一 So oz) 从 而 
2 Se ox) < |v")?+S (2, om)? (4.6) 


peer 
已 知 , [os 为 了 计算 S(w, au) 记 com 一 ac Uo”, 其 中 
IC 一 onomh C0, pOQR)), 0“ 一 aaa 则 So co) 一 So o") 
< 又 因 cumEZ， 故 SG o”) 为 小 于 等 于 p(Q(n)) 项 之 
和 , 而 其 中 的 每 一 项 为 
1 1 
N QWN)—-QN-1) 
形式 ， 其 中 N>n+1，0<a<1.。， 又 由 于 Q(N)~-Q(N-1)= 
P(QCV 一 了 )， 而 p(*') 是 增加 的 函数 ， 故 每 一 项 小 于 
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0 (CoO ) 因 此 ,So o”) <n-1. 故 
Go gum) = (S(%, o) + o”))" < dn 
由 (4.6)、(4.7) 知 ， 
, 习 SG on) <Hn, 


(4.7) 


从 而 , 8(o, {ow}) "一 访 , 忆 ,clo, 90*<5 六 去 ,由 于 
{ow)71 是 任何 块 序列 , 故 
ee < 1 
lzl<v5.V 加 高 <+%. 


这 表明 wE Xs. 口 
Baernstein 1 反例 是 很 有 用 的 . 我 们 将 在 第 五 章 中 再 用 


到 。 
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第 五 章 凸 性 .光滑 性 及 范 数 可 微 性 


Banach 空间 的 单位 球 的 是 性 研究 ， 最 早 是 由 J. Olarkson 
在 1936 年 讨论 向 量 测度 的 Radon-Nikodym 定理 时 开始 的 . 尔 
后 , 人 们 又 讨论 了 各 种 凸 性 , 它们 在 最 佳 逼近 及 不 动 点 理论 中 有 有 
着 重要 的 应 用 。 光 滑 性 , 一 方面 作为 凸 性 的 对 偶 性 质 而 提出 ; 另 
一 方面 ， 它 与 范 数 一 一 作为 一 种 特殊 的 凸 函 数 的 各 种 可 微 性 质 
有 和 密切 联系 ， 本 章 , 首先 归纳 各 种 常见 凸 性 .光滑 性 和 可 微 性 定 
义 ， 然后 指出 它们 之 间 的 联系 ,以 及 它们 与 空间 自 反 性 的 关系 . 
就 一 般 而 论 , 还 有 许多 关于 具有 各 种 凸 性 .光滑 性 和 可 微 性 空间 
本 身 的 性 质 , 例如 , 子 空间 、 商 空 间 及 乘积 空间 是 否 仍然 具有 所 
说 的 性 质 ， 由 于 篇 幅 有 限 , 我 们 没有 进行 讨论 . 


$1 同性 ,光滑 性 及 范 数 可 微 性 的 定义 

(一 ) 本 性 

定义 5.1.1 Banach 空间 了 称 为 一 致 凸 的 ， 如 果 对 任何 
>0, 存 在 8>0, 合 得 当 2,yES(Z), | .22|>1-5 时 ,有 le 


—yl<s. 

注 ， 著 对 每 个 Banoh 空间 不, 定义 (一 维 ) 凸 性 模 8x(s)， 
5xCe) =inf{1—L234, », ve SCX), lz 一 可 > 时 
容易 看 到 ，8x 定 义 了 一个 从 [0, 2] 到 [0, 攻 的 函数 , 并且， 下 是 
一 我 是 的 充 要 条 件 是 对 任何 sE(0, 9], 有 Br(e)>0.、， 

定义 5.1.2 Banaoh 空间 了 称 为 及 一 致 圆 形 的 (KUR)， 
“213. 


如 果 对 任何 。>0, 存在 5>0,， 使 得 当 1 …， wri1 ES(Z), jz 
十 十 wey 计 之 (8 十 1) 一 8 时 ,有 


i se 二 
A(mi, ,tpri) Ip 7 ea 7 外 < 8， 
和 一 本 ,bb 
7 (zt 
其 中 大 括号 内 表示 行列 式 ， 
注 ， 也 称 4(%1,…， Ms 为 由 V1,"…*，%pxit 生成 的 凸 集 的 
体积 . 


定义 5.1.3 ”Banach 空间 了 称 为 局 部 一 致 凸 的 (LUO)， 
如 果 对 任何 sa>0, n€ES( 邓 ), 存 在 8=8(s, %) >0, 使 得 , 当 yE 
S(X), | |>1~8 时 ,有 lo-yl<s. 

定义 5.1.4 Banach 空间 卫 称 为 局 部 尺 一 致 圆 形 的 
(LKUR)， 如果 对 任何 >0, wES(X)， 存 在 8=-3(a, 2) >>0, 
使 得 ， 当 zt 的 viES(T), |vtoit +opl> (6+) md 
有 A(z， Cp Wy) <E. 

定义 5.1.5 Banach 空间 开 称 为 中 点 局 部 一 致 凸 的 ， 
(MLUR), 如果 对 任何 se>0，zE8(Z), 存 在 3-5(e, oz)>0, 使 
得 ， 当 mu osE8(X), | 一 名 二名 |<8 时 ,有 jw 一 <s. 

定义 5.1.6 Banach 空间 及 称 为 弱 局 部 一 致 止 的 ，(w 
LUOC) , 如果 对 任 >>0, wz ES (有), fES( 了 XX*), 存 在 6=65(s, 2， 
户 >0, 使 得 , 当 y€S(X)， 2 >1-5 时 , 有 |f(w~-y)|<< 


8. 


定义 5.1.7 Banach 空间 卫 称 为 各 向 局 部 一 致 山 的 
《UCED), 如 果 对 任 8s>0, zE 子 \{0}, 存在 5=6(e, 2)>0, 使 得 


当 &yES(ZE)，z 一 y 一 2 | 2 本 2| >1-5 时 ,有 <s。 
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定义 5.1.8 Banach 空间 了 称 严格 凸 的 (SG 或 R)， 如 果 
S(X) 的 每 个 点 是 XZ) 的 端点 . 

注 1， 还 有 一 些 其 他 的 是 性 定义 见 参考 书 [2]p. 145. 

注 2， 与 概率 论 有 关 的 如 中 、 卫 出 等 定义 及 研究 见 Giesy， 
Trans. A. M. S. 125(1966)114—146, 或 了. R. Brown, Trans. 
A. M. 8. 187(1974)69—81. 

注 3; 关于 高 次 共 胃 空间 的 号 性 定义 及 研究 见 下 . Sullivan， 
Tllinois J, Math. 21(1977)no. 2, 815—831, 

(二 ) 光 滑 性 . 

定义 5.1.9 .Banach 空间 子 称 为 一 致 光滑 的 (US)， 如 果 
对 任何 s>0, 存在 5>>0, 使 得 , 当 wES( 且 ), 0<|y|<5 时 ， 有 

lJz+y| tis—y|—2 一 。 
lyl . 

定义 5.1.10 ”Banach 空间 及 称 为 强 光 滑 的 , 如 果 对 任何 
wES( 肝 ), 当 所 ES(X"), 及 (%) 一 1 时， 有 某 个 fES(X"), 使 
| 六 一 月 一 0. 

注 ， 可 以 证 明 , 此 时 定义 中 的 了 是 2 点 的 唯一 的 支撑 泛 函 ， 
即 | 州 = sl=f(%)=1, 

定义 5.1.11 如 果 对 每 个 2ES( 开 ), Jzxlz) 在 SC(X”) 中 
有 唯一 的 支撑 泛 函 ， 则 称 Banach 空间 肚 为 非常 光滑 的 《very 
smoo 志 ) 。 

定义 5.1.12 如 果 对 每 个 ES(Z), 在 SCX") 中 有 ww 的 
唯一 的 支撑 泛 函 , 则 称 Banach 空间 互 是 光滑 空间 (48) 

注 1， 关 于 高 次 共 谣 空间 的 光滑 性 定义 及 研究 见 . 
Sullivan, Tllinois J. Math. 21(1977)no. 2 815~381., 

注 2， 当 wES( 肪 ) 满足 定义 5.1.10， 定 义 5.1.11， 定 义 
5.1.12 中 所 述 性 质 时 , 则 2 点 分 别称 为 强 光 滑 点 ， 非 常 光滑 点 

(三 ) 范 数 的 可 微 性 , 

ea。 215°。 


定义 5.1,13 Banach 空间 三 称 为 Gateaux 可 微 空 间 ， 如 
果 革 的 范 数 满足 下 别 条 件 , 对 任何 wo ES(X), 和 wyES( 肚 ), 及 
s>0， 存 在 5=5(e, wo, y)>0， 及 数 plzo, Y)， 使 得 当 | 和 | 过 5 
时 ,有 


[yo 一 p(zw |<e. 
定义 5.1.14 Banach 空间 卫 称 为 一 致 Gateaux 可 微 空 


闻 , 如 果 对 任何 固定 的 yoE8()，8>0, 存在 6=6(s, yo) >0, 
和 实 值 函 数 p(w, yo), 其 中 xE SC 对 ), 使 得 当 |X|<5 时 ,有 


snp|| 2+ = lel ps, yo)|; wE SCX)) <s. 
定义 5.1.15 Banach 空间 于 称 为 Hréohet 可 微 空间 (F 


空间 ), 如 果 对 任何 wo ES( 对 ), 8>0, 存在 6=6(s, wo), 及 实 值 
函数 p(zo 切 , 其 中 yESCZ), 使 得 , 当 凡 | <3 时 ,有 


sup | So 一 |zol — p(wo, »|; yES(X)} <a. 
定义 5.1.16 Banach 空间 下 称 为 一 致 fréohet 可 微 空间 


(UF 空间 )， 如 果 对 任何 8s>0， 存 在 3>0， 及 二 元 实 值 函数 
p(2 9y), 其 中 wyES(Z), 使 得 , 当 |%| <5 时 ,有 


sup{ [2+Y el pw,y)|,w€E 8 (x), ves(X)} <s. 


注定 义 5.1.1 到 定义 5.1.16 有 各 种 等 价 形式 , 这 里 不 详 
细 和 叙述 ， 


$2 凸 性 ,光滑 性 及 范 数 可 微 性 的 各 种 关系 


(一 ) 各 种 凸 性 的 关系 , 
首先 ,我 们 列 出 下 面 的 关系 图 , 
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UCED 空间 Hiibett 空 何 


@ 
@ qo 
R 空间 < 而 ”YLUC 空间 < 一 FLUC 空间 < 一 UC 空间 
A bo le 
MLUC 空间 I2UR 空间 og 空间 
lo le 
: i; 


| 


LKUR 空间 A KUR 空间 
lo je@ 


L(K+ DUR 空间 < 党 (K+1)UR 空间 


js 
超 自 反 空间 


! 


BSP 空间 


J 


自 反 空间 


其 中 表示 定理 5.2.1 等 等 . 
定理 5.2.1 Hilbert 空间 是 一 致 凸 的 . 


证 明 ， 对 任何 e>0, 取 3- -后 (不 妨 设 e< 约 , 则 当 w yE 
S(X), lo-ty|>2-8 时 , 
lz-+Hylp>>@-5)2=(2- 打 ) 
应 用 平行 四 边 形 法 则 ,有 
le-yP=4-Iz+g<4-(2- 寺 ) = -每 < 的 
故 1s-yj<s. 口 
注 ， 容易 计算 Hbert 空间 的 是 性 模 4(e) = 1 一 AI 一 号 ， 
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定理 5.2.2 对 任何 正 整数 玉 ，KUR 空间 之 ( 攻 二 1tUR 
空间 . 

证 明 ， 容 易 看 到 ， 对 任何 正 整 数 5，Banach 空间 广 是 
KUR 空间 , 当 且 仅 当 ， 对 范 数 等 于 1 的 (8 十 才 个 下 中 元 的 序 
列 (08); 2 一 1，2,…], 车 当 n>co 时 ,满足 

lat toa htl, 
则 有 A(H, *%, TEH) 70, n>00. 

设 {2 …， 鸣 49);n 一 1，2,…} 为 范 数 等 于 的 (% 十 2) 个 
下 中 元 的 序列 , 且 满 足 , 当 n>00 时 ,| 十 … 十 碟 1a> 二 2， 
则 利用 三 角 不 等 式 , 容易 知道 ,对 任何 j, Ts 和 J 生 8 十 2 有 

上 十 十 4- 十 941 十 …… 十 24 有 -> 十 1， 
由 于 于 是 KUR 的 ,利用 KUR 空间 等 价 定义 , 有 
Alp?, 7 WI Wl Wa) >0, 1 SISE+2. 
但 由 行列 式 的 性 质 , 容易 知道 ， 


K+2 
(0, """y V42) < 疡 4 "WF Vitls 0"y 2 党 Fa) ， 


故 4(249,…， 雹 412) 一 0。 再 利用 (区 十 1) UR 的 等 价 定义 知 子 
是 (K 十 1)UBR 空间 . 口 
定理 5.2.8 对 任何 正 整 数 及 , KUR 空间 是 超 自 反 的 . 
证 明 ， 利 用 James 定理 (定理 4.2.4)， 车 马 不 是 自 反 的 ， 
则 对 每 个 8, 0 过 之 1 选 9, 0<9<1, 使 9>1- a2), 且 br> 
8， 其 中 5(8) 是 KUR 空间 定义 中 相应 于 8 的 3 选取. 因而 存 
在 {v1, 9 Wrti} CS(A), {1, 3 mri} CS(X"), 使 
,，、 6 当 j<i 时 
7 (0) -| 当 j>i 时 . 
因此 ,oa 十 … 十 op 产妇 (cd 十 十 oz = (£+1)0> (+1)— 
5(e), 但 
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.oe 1 


Z2(21) 0 v2 (Wp41) 


8 开化 一 < 4(or *, 231)， 


iri (V1) 机 ti (Wp+1) 

这 与 卫 是 KUR 空间 矛盾 ! 故 当 及 是 KUR 空间 时 ,也 必 是 自 
反 的 .下面 进一步 证 明 对 每 个 在 且 中 有 限 表 示 的 Banach 空间 
了 ,了 也 必 是 KUR 的 ， 从 而 了 也 必 是 自 反 的 , 因此 是 超 自 
反 的 . 

车 Banach 空间 了 在 卫 中 有 限 表 示 , 但 了 不 是 KUBR 罕 
间 , 利用 定理 5.2.2 中 KUR 空间 的 一 个 等 价 形式 知 , 存在 范 数 
为 1 的 (& 十 了) 个 元 组 成 的 序列 WE，…， 纹 +D);%=4， 2…}， 使 
lim | 到 十 … 十 好 4 一 4 二 十 但 是 


4( 儿 Vt) > 6, 对 革 个 s>0, 
利用 有 限 表 示 定 义 ,容易 得 到 子 中 范 数 为 1 的 (6 十 了 ) 个 元 组 成 
的 序列 { Cw, "yy R14); N=1, 2， pp 使 得 lmlot to) 
一 4 十 1 但 是 
4( 李 me 驼 四 > 可 >0， 

这 与 站 是 攻 UR 空间 矛盾 ! 口 

注 ， 从 定理 证 明 中 , 我 们 看 到 实际 上 有 

五 是 KUR 宏 间 今 卫 是 超 KUR 空间 之 总 是 超 自 反 空 
间 . 

定理 5.2.& 对 任何 正 整 数 尺 ，KUR 空间 坊 LKUR 空 


证 明 ， 从 定义 直接 得 出 . 口 
定理 5.2.5 一 致 凸 空间 是 各 疝 一 致 凸 的 . 
证 明 ， 只 须 对 * 关 0， 及 s>0, 考虑 一 致 是 空间 定义 中 相应 
于 sjsj 的 5Celz 亿 即 可 ， 口 
定理 5.2.6 各 向 一 致 凸 空间 是 严格 凸 的 . 
. 219 。 


证 明 ， 若 存在 zy, 使 [x, 二 {es 十 (1 一 oy;0<a<1}Cc 
SCX), 令 se-yj, 2=2~y, 则 对 任何 8>0, | |=1>1 


一 6, 但 |z- 纠 = 个 一 s。 这 与 闷 是 各 向 一 致 止 空间 矛盾 ， 口 
定理 565.2.7 局 部 一 致 山 空间 是 中 点 局 部 一 致 同 的 . 
证 明 ， 对 任何 s>0,， wo€5( 肚 ), 选 


61(%0, 8) = 3( 亏 8, mo), 


其 中 5 (地 6，zo) 是 局 部 一 致 名 空 间 定义 中 相应 于 点 mo 及 写 
的 数 5， 

当 xi、ozaE8S()， 
f(%o) =1, 则 


mm 一 2 二 甸 | <8: 时 , 选 fE8(Z9， 使 


f 81) >1— 28， 了 (za) >1— 25, 
从 而 , lzo 十 四 >2 一 23, [v1 十 vol>2 一 25, 故 


8 
Ivo 一 V1 所 本 | 


从 而 lw 一 ma <。, 故 并 是 中 点 局 部 一 致 四 的 ， 口 

定理 5.2.8 中 点 局 部 一 致 凸 空间 是 严格 凸 的 . 

证 明 ， 若 存在 o, yES(X), oy, 使 Fo, 扫 CS(Z), 选 m 
-于 多， 令 lo- 如 = 则 对 一 切 8>0, | mo-5| -0 但 
Is 一 y| 一 e, 这 与 区 是 中 点 局 部 一 致 止 空间 矛盾 ! 口 

定理 5.2.9 局 部 一 致 上 空间 是 严格 凸 的 


wo 一 也 ,及 fES(X'), 使 f(z) 天 f(y), 因 而 ,f(zo)*f(z)， 
令 s 一 |f(wo) 一 f(z) |， 这 时 ， 有 |so+w| =2， 但 是 ，|f(2o) 一 
f(z)|=s. 这 与 了 是 Ww 局 部 一 致 凸 空间 矛盾 ! 口 


定理 5.2.10 局 部 人 KUR 空间 是 局 部 (K+1)UR 空间 , 对 
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8 
[vo — wal < 


任何 正 整数 天 . 

证 明 ， 仿 定理 5.2.2. 

(二 ) 范 数 可 微 性 与 光滑 性 的 关系 . 

为 了 研究 范 数 可 微 性 与 光滑 性 的 关系 , 我 们 引入 支撑 映像 ， 
作为 一 种 工具 . 

由 Hahn-Banach 定理 ， 对 每 个 <E8(S)， 至 少 存在 一 个 
ES(E 使 Fw) = 

令 ZW = 一 TEST f(z) 一 1}, Yw€8( 卫 )， 容易 看 
到 ZZ(z) 是 了 "中 非 室 Ww’ 紧 是 集 ,， 且 (2)CS8(X*)，YwE 
S(X). 

定义 5.2.1 了 3. SC(X)-—>252) 对 zwES(X), E20)={f 
fES(X"), f(w) 1}, 称 为 支撑 映像 ， 其 中 2% 表示 SC(X") 
的 一 切 子 集 构成 的 集 . 

注 1， 支 撑 映 像 一 般 是 集 值 映像 显然 ， 支撑 映 像 是 单 值 
的 当 且 仅 当 下 是 光滑 的 。 又 支撑 映像 翌 的 任 一 “ 截 口 "ac， 即 
0o:S(X)>S("), 其 中 o(w) €2(%), SC 称 为 一 个 支 
撑 函 数 . 

注 2: 令 a(Oz) 一 ho(w), A 之 0， 刚 | 支 振 函 交 可 迈 折 到 证 
在 整个 空间 上 , 且 满足 <V，c(y) > 一 12912. 

光滑 性 、 范 数 可 微 性 及 支撑 函数 的 连续 性 之 间 关系 如 下 ， 

mm 点 是 光滑 点 人 -mo 点 是 非常 光滑 点 全 oo 点 是 强 光 滑 点 所 和 是 一 致 光滑 的 


®@ 四 四 
扎 范 雪 5 范 数 是 了 可 。 范 数 是 一 致 也 
在 分 家 洛 数 是 | < 听信 范 数 是 可 这 扑 是 致 耻 可 


je le fe 
存在 a, 在 四 存在 中 人 点 是 存在 0o, 在 和 点 存在 5 是 范 - 范 一 
储 避 乞 " * 连 寺 范 -Ww < 范 连续 3 所 致 连续 的 。 


其 中 ,四 表示 定理 5.2.12 等 等 . 
首先 ,我 们 证 明 下 面 有 用 的 引 理 . ， 
引 理 5.2.11 若 >0，2 yES(X), o 是 任何 支撑 函数 ， 
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则 


< 0(2)> othy)— [ol Cy, ols+hy)Y 
>. 
证 明 . 
< om)> _ My, o (2)> 
wl 和 jz| 
~ < et o(%)>— [zl? 
“Let ol) lol lot lle ti- [oh 
ler) lal _ letra iol: jot 


和 lal Alz+ ryl 
< etary) [Cw, o (wt)>| 
和 jz 十 yj 
T+, (2 十 )0)2> 一 | 人 az 十 2)>| 
和 jz 十 Xg| 
NY, oC) T+, owtAy) > — | o (w+ AM) | 
J 
< o (w+ hy)> 
szthy| 


推论 车 0<|%|<1, 则 
S02 < 0(2)> < ow thy)> 
a rm 
证 明 ， 
< 中 空 Sa 十)>》 
[Se ze 十 xl 
_ 忽 co)>” 人 ya(o)> 


zl ~ [z+] 


Cy, om)> Ky, ov+M)> 
Ess Es 


<Ik, ee 


三 二 | 
js 十 Al 
e。 222 。 


tr (0, elet a) 


1 | 
+ 人 > 一 他 (e+ 


| 11 、 
sT + TT 0o(%)>— yy, cz 二 0)> | ， 
((*) 因 为 [z+ 二 hz[ 一 1%|y|=1 一 1%|>>0, 故 
~ LI -< 工 
lz 十 和 工人 
又 当 |z 十 Wf<1 时 , 则 


dr 
lst | lzt2ayl 


| 
Em 
lo, 则 
-Er Tr 
ET jz 十 2 
1 A 入 
< 五 厅 -条 < 开打 小 口 


定理 656.2.12% 若 并 是 Banaoh 空间 , 则 下 列 等 价 ， 

(1) zw 点 是 光滑 的 ， 

(2) 每 个 支撑 函数 o; SC 于 ) 一 SC(') 在 wo 点 范 数 到 w" 连 
续 ， 

(3) 存在 一 个 支撑 函数 c: 8(Z) 一 8( 开 ) 在 wo 点 范 数 到 
w" 连续 . 

(4) 范 数 在 ze 点 是 G 可 微 的 . 

证 明 ，( 世 一人 2) 任 取 支 撑 函 数 vc 8( 开 ) 一 8 和)， 选 
{va} 1 CHFH), Hw 了 wu. 

考虑 {c(w)}Ri， 只 须 证 明 {c(oo)}pai 的 任何 子 序 列 
{oc (wr) 上 1 有 唯一 的 Ww" 闭 包 点 fo 《wo 点 唯一 的 支撑 泛 函 ) 即 
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可 ， 
由 于 {c(o)je2iCU(E)， 由 Banach-Aloaglu 定理 ， 
{go (wm)} 之 1 有 子 定向 列 {c Cm)}, 使 
og) >», 
从 而 1 肥 <4 且 
|<%o, f>—1|=|<%, f>— rs, ow) >] 
< | wo, f2— vo, o (ms)> | 
+ |<wo, 0 (25)>— <m, om)>| 
< |<w, f—o(%)>| + lwo— zl—0. 
故 《zo, 了 7 一 从 而 ,1 有 | 一 1 所 以 ,也 是 mo 点 支 返 泛 函 ,由 mn 
点 支撑 泛 函 唯一 性 知 , f=Jfo. 口 


(2) 坊 (3) 显然 成 立 ， 

(3) 坊 ( 引 令 o 是 8( 了 了 ) 一 S( 卫 ") 的 一 个 支撑 函数 ， 它 在 zo 
点 范 -w 连续 . 

任 给 yERS(\S)，8s>0, 则 存在 53(s， wo, 9y), 使 5<e, 5<4, 且 
当 |X|<5 时 ,有 


| wy， af(zo)> 一 < agoo 十 No)>| <é, 
由 引 理 5.2.11 及 推论 知 ， 


[wotryl olorol Cy, ovo0)> 
和 wol 


< + ov0)>— <y, omot+ hy) | 


G 十 8 6+é .8 
I “I 3 8<38. 口 
(人 之 (由 令 YIE8(ZE)，FEZ(zo), 由 引 理 5.2.11 知 ， 


fy) = <y, ee < Cd 一 jzo| ,VA>0, 


Ff) > lige, yo. 
因为 在 6 点 范 数 是 可 微 的 ， 当 和 NO 时 ,， 有 f(y) <p(ao 9)， 
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当 和 .10 时 ,有 JJ)>>p(zo, 人 四, 故 f 有 9) 一 p(wo,Y)， 因此 交 (w0) 
一 {p(wo,*)}, 即 于 (wo) 是 单 点 集 ， 故 wo 点 是 光滑 点 . 口 

定理 5.2.18 若 且 是 Banach 空间 , 则 下 列 等 价 ; 

(D mo 点 是 非常 光滑 点 . 

(2) 荐 { 鸭 ，{ 人 JJCSCE9， 且 必 (co0-> 多 (oo 一 1， 则 
惟一 光一 > 0， 

(3》 每 个 支撑 函数 c，8( 和 )->8S(XO 在 加 点 范 数 -w 连 
续 ， 

(4) 存在 一 个 支撑 函数 c，8&( 瑟 )->S(X9 在 mo 点 范 数 -w 
连续 . 

证 明 ， (一 (人 若 (23) 不 成 立 , 则 存在 {z{CSCT”)， 
w*ES("), 和 a>>0, 使 代 (w0)->1, 多 (oo)- 和 而 |o (光一 的)| 
>ae>0, yn. 

由 于 可 ( 症 四 是 c( 瑟 "下拉 紧 的 ， 设 中 、 的 “分 别 为 
{从} 21 ，{ 众 } 的 革 个 时 极限 ， 则 允 ”(2o 一 ”40) = 十 
但 | (入 一 的 (oo co>>0 从 而 ,2* 是 如 在 对 ”中 两 
个 不 同 的 支撑 泛 函 ,这 与 wo 点 是 非常 光滑 点 矛盾 ! 口 

(2) 坊 (8) 设 oS8(X) 一 S(T") 是 任 一 支撑 函数 . 

{oj CS(Z), 且 v, wo， 则 

jc(o (co) —1| = |o (0%) (co) —0 Cn) (8) |<), — vol->0, 
歼 von) (zo) >1 由 条 件 () 知 ,0 zo) 一 0 (zo) 一 > 0, 即 
co) 一 > oa {vo), 
这 就 表明 支撑 函数 e 在 zo 点 范 -w 连 续 . 口 

(3) 一 (多 显 然 成 立 . 

(信人 四 只 须 将 定理 5.2. 了 2 证明 (ii) 一 (iv) 中 yES(X) 
换 成 ES( 驴 ”), 就 得 到 网 

[Zot hy sol 人 eo) ge 
EE 
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这 表明 及” 在 范 数 在 to 点 是 9 可 微 的 ， 再 应 用 定理 5.2.12 
(人 过 (D) 知 ,oo 点 是 CZ 的 光滑 点 , 即 zo 是 非常 光滑 点 . 口 

注 ， 从 非常 光滑 定义 看 到 ， 著 zo 是 口 (及 "*) 的 光滑 点 ， 则 
zo 点 是 非常 光滑 点 ， 于 是 ,立即 看 到 ,全 ” 光 渭 坊 且 非常 光滑 ， 

又 从 定理 5.2.13 的 证 明 中 看 到 . 

于 是 非常 光滑 的 全 及 ”的 范 数 在 SC 对) 的 每 个 点 是 G 可 
微 的 . 

定理 5.2.14 车 卫 是 Banach 空间 , 则 下 列 等 价 : 

(1) wo 点 是 强 光滑 点 . 

(2) 每 个 支撑 函数 oS( 陡 )>8( 卫 ") 在 wo 点 范 - 范 连续 . 

(3) 存在 一 个 支撑 函数 c: 8( 瑟 )->8( 开 9) 在 oo 点 范 - 范 连 


(4) 范 数 在 wo 点 是 下 可 微 的 . 
证 明 ，(D 坊 (2) 令 o 8(E) 一 8 (7) 是 任意 一 个 支撑 函 


车 foj3-:C8S()， mm 一 ao, 则 
《oo Co) > 一 人 oo 一 加 十 0 0 0,)> 
一 《oo 一 如， O(n) > 二 《oo a(on)>。 
但 是 ， | Cwo— zn, omn)>| < lo0—2)—>0, 
又 《wp,,， 0《%n)》 一 1 故 《wo, 0 (zm,)>->1, 由 条 件 ( 了 D 知 ， 
cc —o (wo0) | 一 0. 
即 (2) 成 立 。 口 
(2) 沪 (3) 显然 成 立 . 
(3) 坊 (4) 设 0.5( 卫 ) 一 S(X') 是 支撑 函数 , 它 在 vo 点 是 范 
- 范 连 续 的 . 则 对 任 给 s>0， 存 在 8:>0, 使 得 ， 当 yE€S(X)， 
| <5: 时 ,有 
czo) —o (zotM) <e/3. 
选 3>0, 使 得 当 | 和 | < 时 ,有 


“326 。 


| 8 
I 3: 


令 3-min(5:，5s， 去 ), 根 据 引 理 5.2.11 及 推论 ,有 


[| 


Dey 


+ eo) 0 (oot 
6 
< 可 十 3. 可 一 2. 

这 表明 范 数 在 zo 点 是 卫 可 微 的 ， 口 

( 鸭 全 (显然 , 范 数 在 za 点 是 卫 可 微 的 ， 那么 范 数 在 mw 点 
是 G 可 微 的 , 由 定理 5.2.12 知 ,wo 点 是 光滑 的 ， 即 存在 唯一 元 
fnES( 了 TZ), 使 (m0) =1. 

设 凡 ES(Z9 na- 了 2，…， 下 (ve)? 要 证 上 ,一 o> 
0。 反 证 法 ， 否则 存在 【3-: 的 子 列 ( 仍 记 作 ) {天 }3-1， 使 
1 一 ol 宇 37>>0, 对 某 个 7>0. 

选 {owj3-1 CS 及 ), 使 (0) 一 有 (zw) 之 27>0, 则 


falao) f(a0) < (folz0) —f(o0)) ECF) —jole) ) -1 
一 (Poco — Folwo)) 
FE Cfolw0) 一 大 (co ) (Fale) —fol mm) ) 


(ffo) (mot Fale) fon))o) 


一 [ml 


< 


wot (folm0) — fr(wo) )o 


-fo (Cfolao) foe))o ), 


少 


y= (folao) — fo0)) mn, 


则 jan = oeo) 一 六 Co))， 
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故 0 一 ”一 (fo— —f") (wo) < wo 二 yl 一 zol 一 0 ,) 
四 上 


因 范 数 在 加 点 了 可 微 ， 故 


矛 慎 ! 这 表明 | 到 一 Jol ->0, 从 而 w 点 是 强 光 清 点 ， 口 
定理 5.2.15 若 卫 是 Banach 空间 , 则 下 列 等 价 : 
(1) 存在 支撑 函数 o, 8( 开 )->8( 王 ?是 范 - 范 一 致 连续 的 ， 
(2) 范 数 是 一 致 了 可 微 的 . 
(3) 下 是 一 致 光滑 的 . 
(4) 瑟 * 是 一 致 四 的 . 
(5) 每 个 支撑 函数 0; 8( 开 )->8( 开 ") 是 范 - 范 一 到 连续 的 . 
证 明 ，(D 坊 (2) 设 0;8( 卫 )->8( 下 ) 是 范 - 范 一 至 连续 的 ， 
则 任 给 s>0, 存在 61>>0, 使 得 , 当 w YES( 王 )，| 和 |< 夺 时 ,有 
eCo) -clo+2D)1< 香 . 


选 5>0, 使 得 , 当 |%X|<55 时 ,有 
了 <- 号 
Eee 


令 5-min(5 3， 1 
9 co)| 


< TT 一 CC2 二 NO | 


[x| 
-I -i 
如 
epee 
故 范 数 是 一 致 五 可 微 的 , 口 
(2) 坊 (3) 如 果 范 数 是 一 致 了 可 微 的 , 则 


go 9 N= Le = lel ~ Oy, 人》 0 
当 和 ->0 时 , 对 w, YES( 下 ) 一 致 地 成 立 ， 从 而 , 当 0<X<5 时 ， 


228。 


gv, y, M+ gy, y, 一 人 < 可 ,Ya YES(F), 
对 任意 给 定 的 >>0， 故 对 任 8>0, 存在 5>0, 使 
| 十 2 加 十 lz 一 <2jz| +2elry) =2+ slryl, 
Vz, VEAS(S)， 
这 表明 革 是 一 致 光滑 的 . 
(3) 过 (4) 若 于 是 一 致 光滑 的 ， 则 对 任何 e>0, 存在 3>0， 
使 得 当 wES(Z), 0 过 ly1<5 时 ,有 
lzty) + oy) <2+3 yl. (5.1) 


令 5 一 主 5, 则 当 所 ,gE8(X"), 1f-g1>s 时 , 取 W%EX， 
Iyol =- 子 ,使 (f 一 9) (yo) > 全 6， 从 而 


|f-+ogl=sup{(f+9) (2); ws ES(X)} 
=sup{f (2+yo) +92—yo) (fg) (Yo); 2 ESC(X)} 


<sup{ lotwml+lo-—wl -6; osE8(X)| 


由 (5.1) 
a5 


3 es 80 _ DA/ 
<<2 十 二 上 | 一 二 8 一 2 一 号 一 2 一 站 


故 对" 是 一 致 止 的 ， 口 
(由 之 (5) 若 o:8( 了 )-8 (和 ) 是 任意 支撑 函数 ， 
令 s>0, 因 为 下 * 是 一 致 凸 的 , 故 存在 83>0, 使 得 当 |c(o) 
+o()1>>2 一 8 时 ,有 |o(z) 一 o (D1 <<s. 
令 w, yESC(), 假 设 jo 一 yi <5, 则 
lez) to ) |-+ ls—yl 
> (0(%) +0(y)) (2) To (y— 2) =2, 
从 而 ,|o (wv) o>>2 一 lz 一 y1>2 一 6, 故 
lelw)—o() <s. 
这 表示 o 是 范 - 范 一 致 连续 的 。 口 
e。229 。 


(三 ) 凸 人 性、 光滑 性 和 范 数 可 微 性 的 关系 . 
X* 是 严格 贞 的 全 X* 是 外 局 部 一 致 号 的 全 X* 是 局 部 一 致 中 的 =X* 是 一 至 中 的 


@ lo le fe 
开 是 光滑 的 人 = 习 是 非常 光 清 的 ”所 瑟 是 强 光滑 的 “所 工 是 一 致 光 清 的 
X* 是 光滑 的 Ze 是 一致 光滑 的 
@ 
民 是 严格 凸 的 工 是 -- 致 上 的 


其 中 @ 表示 定理 5.2.16 等 等 . 
定理 5.2.16 若 工 是 赋 范 空间 , 则 
(1) 车 子 * 是 严格 凸 的 , 则 及 是 光滑 的 . 
(2) 若 忆 "是 光滑 的 , 则 交 是 严格 凸 的 。 
特别 地 ,车 站 是 自 反 Banach 空间 , 则 
全 是 严格 西 的 仿生 "是 光滑 的 ， 
且 并 是 光滑 的 全" 是 严格 西 的 . 
证 明 ，(1) 车 子 不 是 光滑 的 , 则 存在 woES(X), 及 22, 久 
ES(X), pak 且 2 (vo) = (vo) 1, 因此 
[2’, 的 CE )， 
这 与 及" 是 严格 凸 的 矛盾 ! 口 
(2) 若 达 不 是 严格 凸 的 , 则 存在 wi 天 wo, 使 
[za，za]CS(CZ)， 
令 05ES(R), ow( 拉 二 全 ) 一 二 则 名 (2 一 各 (23) -二 从 而 名 
名 是 由 的 两 个 支撑 泛 琐 ， 这 与 开 * 是 光滑 的 矛盾 ! 口 
定理 5.2.17 若 克 * 是 w 局 部 一 致 目的 ， 则 天 是 非常 光 
滑 的 . 
证 明 ; 设 {f}CS(X*), fo ES (XR), fl(0) = 二 folw0) =- 
1 且 w, wo, 其 中 {fos}C8(), woES( 下 )， 则 


+fo > fi mn) + fo Cw,) 一 > 工 
2 2 ’ 


由 于 玉 * 是 w 局 部 一 致 凸 的 , 从 而 一 > fo， 这 说 明 支 撑 函 数 
。230。 


了 之 


是 范 -w 连续 的 , 由 定理 5.2.13 知 , 子 是 非常 光滑 的 ， 口 
定理 56.2.18 若是 局 部 一 致 止 的 , 则 怠 是 强 光滑 的 . 
证 明 ， 同 定理 5.2.17 证 明 ， 只 是 根据 子 " 是 局 部 一 致 凸 


的 ,得 到 所 上»f， 这 表明 支撑 西数 是 范 - 范 连 续 的 ， 由 定理 
5.2.14 知 ,站 是 强 光 滑 的 ， 口 
定理 5.2.19 玉 是 一 致 目的 充 要 条 件 是 Z* 是 一 致 光滑 
的 ， 
证 明 ， 由 定理 1.3.18 知 , 若 站 是 一 致 凸 的 , 则 万 是 自 反 
的 ， 从 而 “是 一 致 吓 的 ， 由 定理 5.2.15 知 , 卫 * 是 一 致 光滑 
的 ， 反 之 ,车 丈 * 是 一 致 光滑 的 , 则 由 定理 5.2.15 知 ， 卫 ”是 一 
致 止 的 , 再 应 用 定理 1.3.18 知 , 卫 ” 是 自 反 的 , 应 用 定理 4.2.1 
知 , 子 是 自 反 的 , 从 而 了 是 一 致 号 的 . 口 
注 ， 从 定理 与 .2.19 证 明 可 看 到 ,车 及 ”是 一 致 光滑 的 ， 则 
及 是 自 反 的 ， 实 际 上 ， 当 下 是 一 致 光滑 的 时 ， 由 定理 5.2.15 
知 及 " 是 一 致 上 的 , 从 而 及 是 自 反 的 . 
(四 ) 西 性 .光滑 性 及 范 数 可 微 性 与 自 反 性 的 关系 . 
定理 1.3.18 证 明了 六 是 一 致 目的 , 则 对 是 自 反 的 .由 定 
理 5.2.19 前 注 知 车 碟 是 一 致 光滑 的 , 则 是 自 反 的 (实际 上 ， 
这 两 种 空间 均 是 超 自 反 的 ). 
其 他 各 种 凸 性 、 光 滑 性 及 范 数 可 微 性 与 自 反 性 关系 取决 于 
下 面 的 定理 . 
定理 5.2.20 若 并 "是 非常 光滑 的 , 则 下 是 自 反 的 . 
证 明 ， 任 取 JES(CX")， 由 Bishop-Phelps 定理 知 ， 存 在 
{所 C8("), 使 记 上 >f， 其 中 天 达到 它 的 范 数 ， 即 存在 
{oi CS(X), 使 所 (2,) 一 二 Vn. 
由 于 及 ' 是 非常 光滑 的 , 故 
b> Fy, 
其 中 PES(R"), Pi(f) -lL 
e231。 


由 Mazur 定理 , 了 x( 于 ) 是 Ww 闭 的 , 故 万 EyJz( 了 )， 即 存在 
zoES( 且 ), 使 一 Zo, 从 而 
f (ve) =F(f) =1., 
这 表明 了 达到 范 数 ， 由 James 定理 知 ,和 是 自 反 的 . 口 
由 定理 5.2.13 的 注 知 了 ”是 光滑 的 礼 卫 是 非常 光滑 的 ， 
因此 ,有 下 列 关系 


Xe* 是 严格 本 的 
耳光 请 
X** 是 w 局 部 一 致 目的 G- 一 直 ** 是 局 部 一 致 凸 的 
XX* 是 非常 光滑 的 < 于 是 下 可 项 的 


奢 是 自 反 的 


(五 ) 具 有 (五) 性 质 的 空间 . 

在 第 一 章 $1 中 我 们 已 经 给 出 (五) 性 质 的 定义 (定义 
1.1.1)，( 互 ) 性 质 即 单位 球面 上 序列 的 范 数 收敛 与 w 收敛 是 一 
致 的 . 

由 于 Schur 空间 (定义 1.1.2) 定 义 为 在 其 中 序列 的 范 数 收 
伍 与 只 收敛 是 一 致 的 空间 , 故 Schur 空间 必 是 具 ( 瑟 ) 性 质 的 空 
间 . 在 实 变 函数 论 中 ， 已 经 证 明 空间 是 Sehur 空间 ， 显然 ， 
无 限 维 Sehur 空间 的 任何 无 限 维 闭 子 空间 必 不 自 反 .这 是 由 于 
Sehur 空间 的 闭 子 空间 也 是 Schur 空间 , 若 Schur 空间 含 无 限 
维 自 反 的 子 空间 了 , 则 DO(Z) 是 w 序 列 紧 的 ,从 而 , DT (7Z) 是 范 
紧 的 , 这 与 了 是 无 限 维 空间 矛盾 ! 

下 面 我 们 再 给 出 一 些 具有 ( 互 ) 性 质 的 Banach 空间 . 

性 质 5.2.21 车 于 是 Banach 空间 , 则 ( 瑟 ) 性 质 等 价 于 下 
列 条 件 ; 
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{ga} 3%-1 CT()， 一 >2 ja 
sep(w,) 三 inf{|s,— vn|, nm}>0 
证 明 ， 首 先 指 出 并 具 ( 互 ) 性 质 等 价 于 下 列 条 件 ， 


Tn > 0 0。 (x*) 
Jal—>lzl 


事实 上 , 若 (*) 成 立 , 则 由 于 当 |zu| =1= | ， 2. 一 >w 时 (*) 


的 条 件 满足 , 故 m 上 bb。 即 并 具有 ( 互 ) 性 质 ， 反 之 , 若 四 一 
om，|z.|->||， 不 坟 设 Pi 则 由 于 


PT 启 : | 站 Te |-| 襄 


由 (及 ) 性 质 知 ,名 ee me 故 w 上 bw mm 


若 马 具 ( 五 ) 性 质 , 则 (*) 成 立 , 若 {ww]%-1 DUC), vw, 一 > 
vw, Sep (za) 三 inf{2, 一 wn, 关 2 二 0 但 zj 一 二 则 由 于 
1=|zj<lim ls,l <lim|s,l<1, 


知 limjzn| 一 1=]ol, 由 (*) 知 , zn- 这 与 
Sep(%») =inf{l|v,— zn), nm}>0 
矛盾 ! 故 必 有 |z| <1. 
反之 , 若 {omjC8(X)，zES(T)， mm -了 yo 有 mm 工 Dw, 由 
于 {o}3-: 的 任何 收 化 的 子 序列 必 以 5 为 极限 , 故 {oo} 必 不 
是 全 有 界 的 , 从 而 存在 {w,} 1 的 子 序列 {ww} 使 sep Cm) > 
0, 由 于 mm 一 >w, 帮 由 条 件 知 , 上 2 二 1 矛盾! 这 表明 o>w, 即 


文具 有 ( 耳 ) 性 质 . 口 
(五 ) 性 质 也 称 为 范 数 是 Kadec-Klee 范 数 ， 也 有 的 直接 称 


其 ( 瑟 ) 性 质 的 空间 为 KK 空间 . 
R. Hoff(Rockhy montain J. Math. Voll0 no. 4(1980) 743 
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~749) 引 入 了 UKK 空间 和 NUO 空间 . 
定义 5.2.2 Banach 空间 对 称 为 UKK 空间 (一 致 Kadeo 
- 玫 lee 空间 ), 如 果 下 列 条 件 成 立 : 对 任何 >0, 存在 0<5<l， 
使 得 
{2,}%-1 CU(X), 2 一 > “Ps 
sop(vn) >8 
定义 5.2.3 Banach 空间 了 了 称 为 NUC 空间 (接近 一 致 是 


空间 ), 如 果 下 列 条 件 成 立 ; 对 任何 8>0, 存在 0<6<1 使 得 


Js D(X 
bh ; -, (2) } S00 NBC0) #0, 


其 中 B,C0) 一 {m3 1z1<5}. 
下 面 先 列表 说 明 NUO 空间 ，UKK 空间 与 其 他 空间 的 关 
系 , 再 加 以 证 明 ， 
LKUR < 一 一 一 一 一 KUR 
J 
超 自 反 . 
NUC 一 -一 BSP 


Schur} oo 
{Sehr UKK 区 区 下 反 


{H) 
显然 ,UKK 空间 只 有 ( 互 ) 性 质 . 
定理 5.2.22 消 碟 是 Banach 空间 , 则 
对 是 NUO 空间 多 站 是 自 反 的 UKK 空间 ， 
证 明 ,， “> 首先 证 明 若 六 是 NUC 空间 , 则 下 是 自 反 的 . 
反 证 法 ， 著 牙 不 是 自 反 的 ， 令 。 一 计 , 对 任何 8,0<8<1, 选 9， 
0<0<1, 使 9>max 人 8 ， | 由 James 定理 (定理 4.2.4), 因 
区 不 是 自 反 的 ,存在 好- C8(X), {wt}% C8(X'), 使 
,0 oi 
x) -1 5 元 
234， 


当 n>m 时 , [2,— wn) > (8, — on) 09> 去 ， 故 sep(%,) > 


于 但 是 ， 当 ou>0, So=1 时 ， 
4=1 


让 


> Qs | 好 (3 Quis ) =0>6, 
从 而 eolw。) n Bs(0) =8, 这 与 了 是 NUOC 空间 矛盾 ! 故 卫 必 是 


自 反 的 . 
下 而 证 明 才 了 节 是 NUO 空间 , 则 茸 是 UKK 空间 ， 苍 


{on} CU LT), wv。 一 > psep(z,) 之 e, 由 于 于 是 了 UO 空间 , 选 
择 相应 于 s 的 8, 使 oo(z) ni Bs(0) 关 包 则 存在 


VE 了 况 
gr 一 之 Oi ou>0 多 os 一 二 ， VO 
一 名 = 加 


使 EB;(0)， 此 时 ,有 幼 一 >o 由 Mazur 定理 知 %€ B00), 
即 jz|<5， 这 表明 了 是 UKK 空间 . 口 

“对 任何 8 汪 0， 选 择 UKK 空间 定义 中 相应 于 s 的 83> 
0. 

当 {ow}%21 CU( 卫 ), sep(wn) 之 e 时 , 由 于 及 是 自 反 的 , 故 


存在 {oj%-: 的 子 序列 fewj2 使 2 一 > w, 对 某 个 EX 由 
于 互 是 UKK 空间 , 故 |w|<5， 由 Banach-Mazur 定理 (第 一 
意 §1( 一 ) 注 1) 知 , 存在 {oj3-: 的 号 组 合 {y,} ?1 ,使 

Ii 


Yn——>%, 
故 c0(zw) 站 B,C0) 关 G8、 所 以 他 是 NUCG 空间 . 口 
注 1， R. Hu 人 ff 证 明 M. M. Day 空间 (本章 $4 例 1)(2@ 
加 a 是 NUC 空间 ,但 已 知 M. M. Day 空间 不 是 超 自 反 的 。 
注 2: 邻 忆 = 赋 以 等 价 范 数 


hal =max (1S, loll, 


则 (za 由 "内 是 超 自 反 空间 ， 
。 235 ， 


令 y=@1 纹 一 6 十 b， 其 中 {6,}%-1 为 的 自然 基 .， y= 


上 yj 一 1 一 yy 但 sep(2y) MDB, 训 一 一 y， 这 表明 (有 


外 .四 不 只 (Z) 性 质 ,从 而 更 不 是 NUC 空间 . 

注 8， LKUR=>( 石 ), 见 定理 56.2.36, 
KUR 一 NUO, 见 定理 5.2.34. 
NUO:>>BSP, 见 本 章 ( 八 ) 例 工 

(六 ) 具 体 空间 的 凸 性 和 光滑 性 . 

空间 是 不 光滑 的 ， 事 实 上 , 令 z= (到 ,部 , 0 …) 则 。 

ET 县 1z| = 二 令 必 = (1, 1, 0, 0, …),%2= (1, 1,1,0,0...), 
则 邓 怠 EESm, 且 邓 区 态 但 骆 (o) 一双 Go) = 工 故 下 不 是 光 
滑 的 。 但 的 单位 球 还 可 能 有 光滑 皮 。 下 面 定理 给 出 五 中 光 
沸点 的 特征 . z 

定理 5.2.23 在 1 空间 中 ， 

zoE(1) 是 光滑 点 oo 的 每 个 分 量 都 不 等 于 0. 
S() 没 有 下 可 微 点 ， 

证 明 ，(1) 若 对 某 个 wm~0， 其 中 m- (zw)E8GD， 设 %， 
是 五 的 自然 基 , 则 


|zs 十 to 一 人 eol tl 
t 下 


故 当 t->0 时 ,上 式 的 极限 不 存在 ， 因此, 在 wo 点 范 数 不 是 对 可 
微 的 , 从 而 zo 点 不 是 光滑 点 . 

(2) 若 zo= (2%) ES(1) 且 #0, Vn. 

对 任何 yES(4). 任 取 se>0, 选 六 充分 大 ,使 


马 ly < 


选 6>>0, 使 得 当 1<n<N, |t|<5 时 ,有 
令 台 = (sgnz,), 则 当 | 丰 二 5 时 ,有 
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| | -| le Ssen, 


< D> [s+ty, | 一 | 一 翅 。sgn Oo 


-22 |y,| <e. 


从 而 范 数 在 zo 一 (wz,) 点 G 可 微 , 且 G 导数 就 是 x*= (sgn wn). 故 
此 时 wo 点 为 光滑 点 . 

(3) 只 人 须 考虑 v= (z)，w 关 0，Vm。 

令 y"=(0, 0 0 一 25m, 一 20m0 一 ), 则 |y"j->0, 当 mm 
一 co 时 .注意 到 , 允 = (sgaow) 是 仅 有 的 可 能 的 卫 导 数 , 但 是 ， 


9 —2|%,|| 
jim Lot") ol Co, "| tim | 安 
1 | | pe 1y™| 
-lm 后 |- 1, 
om-0 |y”| 
故 范 数 在 z= (%,) 点 不 是 耳 可 微 的 。 从 而 及 (和 ) 没有 一 可 微 


成 ， 口 
容易 看 到 ,co 不 是 光滑 的 ,例如 


»=(, 1, 1, 村， 荆 ， “2 走 ， JEsdeo， 


但 五 的 自然 基 er ea、 es 是 三 个 不 同 支 撑 范 函 ， 由 于 光滑 空间 的 
空间 也 是 光滑 的 (应 用 Hahn-Banaceh 定理 )， 从 而 m 也 不 是 

光滑 的 ， 下 面 讨论 它们 单位 球 的 光滑 点 ， 

定理 5.2.24 若 介 是 紧 Hausdor 他 空间 , 则 wo(t) €0(0) 
是 光滑 点 当 且 仅 当 volt) 是 一 个 峰 函 数 (peak function)， 即 
zo( 刀 仅 在 一 点 达到 它 的 范 数 . 

注 ， 对 任何 wzE 了 了 ， 著 存在 唯一 的 fES( 革 ")， 使 f(z) = 
zj， 则 也 称 % 为 光滑 点 ， 显然 , wo 是 光滑 点 当 且 仅 当 Es T 且 


光滑 点 。 故 下 面 证 明 中 仅 考虑 xES( 邓 ) 情 况 . 
证 明 ， 人) 若 zo( 蚊 不 是 峰 函 数 , 则 存在 妆 关 加, 使 
237* 


2o( 五 ) 一 oo(ta) = 工 下 2 


0 4&4 
mB)={ 1 £€D, 


则 jw, jnEOCQ)*， 且 天 Ls， 由 Riesz 表现 定理 (参见 王建 华 
译 Halmos 的 测度 论 , 1958), B,(w0) 一 Bw0) 一 1 故 wo 点 不 
是 光滑 点 . 

(2) 若 zo( 信 是 峰 函数 。 设 we(to) 一 工 = 和 col， 对 某 个 《唯一 
的 )io E20. 

对 任何 wE0(0), 令 E090, 一 1<a<1, 使 

jzo- ow = |zo(to) +aw(ta)| > |v0(to) +aw (to) |, 
故 
0<1— |volte) llel: ls) lt lal lea) |<21el: lel. 
‘注意 ,上 式 成 立 , 由 于 
1~|al-{v(io) |<|i+tov(to) |< lwo(to) +aw(to)| 
< llta) [+ lal lz) |.). 
从 而 lim |zo(te) | =1., 

由 于 乡 是 紧 的 ， 故 当 o->0 时 ， 有 如 -> 如， (事实 上 ,否则 当 
ar->0 了 时 ， 有 te 加， 则 如》 有 子 定 向 列 { 纪 使 如 > 石 关 to， 则 
lmGa)1= lanlm( 约 1= 了 矛盾 !) 

对 充分 小 的 |w|， 

ow (to) =1+ow (to) —1= |1-++oaw(to) |—1 
|volta) tor(to)| —1 
=|zotaz| — |zol =%o0to) +or(ta)—1 
<ov lta). 
从 而 , 当 o>>0 时 ， 


(to) <lim eet os) — Jeol Clim os) -ao 
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当 w<0 时 ， 
w(to) = lim w(to) <lim + 一 | < , 


故 vo 点 具 电 导数 6,, 从 而 wo 是 光滑 点 ， 

对 wolto) = 一 工 情况 ,考虑 (一 zo) 的 ， 则 (一 2o) (to) 一 1， 因 
此 (一 20) 的 G 导数 为 56, 故 容易 看 到 m 点 G 导数 为 一 3 zo 也 
是 光滑 点 ， 总 之 ,zo 点 是 光滑 点 ， 具 G 导数 sgn wo(to) "51.( 其 中 
O42) =w(to), ,EO(Q)”, v EON).)OD 

注 ， 容 易 看 到 在 oo 空间 中 ， 光 滑 点 也 仅 是 “ 峰 函 数 ”。《 实 
际 上 ,证 明 同 CCLQ) 情 况 ,但 这 时 ,从 lim | olne) | 一 ]， 得 到 当 a 
一 0 时 ,na->no 这 一 事实 是 使 用 |woCn) | 一 >0.) 

又 利用 m 衬 OC(B(N))， 其 BC(N) 是 入 的 Stone-Cech 紧 化 
( 见 参 考 书 [ 科 ,，p. 118), 可 知 mr 的 光滑 点 也 久 是 “ 烽 函 数 ”。 对 
c 空间 可 类 似 讨论 . 

定理 5.2.25 zxo(t) ES(Li[0, 1]), 

zo 是 光滑 点 全 jp (ft ao 一 0) 一 0. 

证 明 : 取 Gt) =sgn(wo()), 则 BES(L*[0, 11). 

车 jw({t; wol 旭 =07)=0, 任 取 BEL"[0, 1], |5,|=1, 
(xzo) =1， 由 于 1851|=1, 故 |B4Q)|<<ITCa. 8), 但 


EAL NO AGLAONL 


-| (|z%0(t) | ~ $1(t) %0(t)) dt, 


从 而 |B10) | 二 =1( 因 (m6)=0}) 一 人 0). 
令 441=={ 人 vol?)>0}, As= {6 molt) <0}, 由 于 
|s0C) | —B1G) v0lt) >0(a. ©) 


故 | god ~) 0, 


从 而 在 4 上 , B16) 一 一 1。 同 理 ,在 4 上 ,G1( 引 一 二 1， 故 由 
* 239 。 


Ktt, wolt) =0}) =0 知 , 
Bi BE), 

即 更 = 更 因此 ,oo 点 是 光滑 点 , 且 wo 点 的 G 导数 是 sgnwo(). 

反之 ， 假 如 人 从 zolt) 一 0}) >0， 则 容易 选取 1， 
SU [0, 1])，Bi 关 Bo, 使 (zo0) 一 (m0) 二 1， 放 zo 点 不 是 光 
滑 点 ， 口 

注 ， 从 证 明 中 容易 看 到 ， 对 使 得 [CO 2 A)] 类 六 09， 
3, 风 ) 成立 的 测度 空间 (2, 马 凡 ) ,上述 定理 也 成 立 . 

下 面 讨 论 加 和 (8, 2,01) (I<p< 十 co) 的 一 致 止 性 ， 了 
和 Zaok2, 2 1m) 的 一 致 凸 性 的 证 明 最 早 见 于 1936 年 Qlarkson 
文章 (Trans. 4. M. AS. 4), 但 证 明 较 长 ， 文 


中 得 到 0<8,(s)<<1~ 1 (sy ) (Nanner 信 计 ， 当 p>2 时 ， 
52(8) =1— 1 (5) (£), Arb. Math. 3(1956) 239~244). 


下 面 给 出 另 一 个 证 明 (EBE. J McShane, Proc. 4. M.S. 1(1959) 
402~408)., 

先 讨 论 一 致 止 空间 的 一 个 性 质 . 

定理 5.2.26 设 节 是 一 致 串 空间 ,1<p< 十 co, 则 对 任 给 
>0, 存 在 5(e, p) >>0, 使 得 当 [zl, [yl<1, 且 lz 一 y| 之 se 时， 


有 
， p))( ely), (5.2) 
或 者 , 当 |z 一 镍 smax 人 jloj， |y1) 时 ,有 


少 十 1 


2 


2 < D)() 人 6 
证 明 ，(1) 先 给 一 个 不 等 式 ， 若 1<2<< 十 co, 则 
(= “< 言 (+ 加, 当 t>0 时 (6.4) 


且 当 0<t<1 时 ， 严 格 不 等 号 成 立 (用 数学 分 析 方 法 考虑 函数 
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HD- (于 ) /+ 如). 
(2) 先 考虑 jzl =1,[y|<1 情况 ， 若 (5.2) 不 成 立 ， 则 存 
在 >0, 和 {ws}, {yo}, 满足 [wl=1, [ynl 志 1 且 lv, — ysl >, 


但 
wn Yn |2 


一 二 (5.5) 


因此 ,jos 一 1 《事实 上 ,否则 存在 {gy,} 的 子 列 {oj2a 使 yo 
<axc<1， Yi。 故 ,利用 (5.4)， 有 


Wn + Yn ? ( 工 十 oo)? 
2 


1 
< (l+ yD iFit Jy l), 
(2 ) 


Vn 十 Yn ? 


故 < 二 


上 


(过 
2 
< 
[mp rl ire ~ 
2 
这 与 (5.5) 矛 盾 ! ) 
从 而 , lim | 


=1. 


一 0， 选 充分 大 zo, 使 


= 站 则 1 一 w= 上 各 一 
得 当 n>m 时 ,有 zw] 之 了 
但 另 一 方面 ， 
1- lim J clin( lest la ) 


2 


=lim| 


be 
Cn in el 
2 i 


从 而 lim | 名 本 =1, 这 与 一 致 溃 定 义 矛 秆 ! 口 


(3) 对 1<1, Iy|<1 情况 , 设 lz 一 yl 之 e, 且 不 妨 设 | 
.241 ， 


人 


>|yl, 令 vw 一声， Tp jz- lyl<1, 且 


[zs —y| = 1 可 工 jz- yj >s, 
由 人 


| 这 


从 而 本 一 (SCe， pe Da ?0 
(4) 对 一 般 4%, yE 情况 , 设 |z 一 诈 宇 


(J J?+ ly :), 


8, 令 
1/ 化 1 Y 
maxteoh ToD’ 7 maxthol, yj 


网 josl yi<4 有 Iv -y= >:( 这 里 候 


设 max(lz|, |y 上 )>> 才 ,由 (3 的 证 明知 ,有 
| <G-5(e p) (EEE), 


从 而 | 于 2 <a-acs, 2) (ll). Oo 


特别 地 (R&R!，| .|) 显然 是 一 致 上 的 ， 故 对 任何 s>0， 存 在 
5(s, Pp), 其 中 1<p<< 十 co, 使 得 当 |z 一 y|>>smax(|z|, |y|) 时 ， 
有 


| 于 2 <a-aGe， p)) (1). 


定理 5.2.27 车 (Q, 2, 1) 是 任何 测度 空间 , 1<p 达 +oo， 
则 五 (是 一 致 凸 的 . 

证 明 ， 对 任何 e>0, 选 (有 8，| .|) 中 相应 于 s.4 的 8 ( 根 
据 定理 5.2.26), 令 mW yEU (Lp()), lz—y)>e. 

SM=-{0; sz(lz(o)jplg(o) 上 <4(lzfo) -yo) 1)}, 
这 样 , 当 wE NM 时，max(lz(o)|， lg(o)1).s:4 ?< lz(o) ~ 
y(w®)|, 故 
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vw(w) Ve) <4-0( le) b+ lv) 
5.6) 
而 另 一 方面 ， 
| lz 人 o) ye) lan< | le) ?+ yo) la 
< 三 -， 
但 lz 一 Yj? 之 e?, 从 而 
js) -ve) ran> 读 ， 
故 max([ loC@) bap, J ly C0) lop)>Drr 
所 以 有 
w(cw)i?+ 人 CD)|? OO CD ) 1? 
| (@)| + | ) 上 下 | 2 py Jaw 
>|| lo 4 lve) “(%) +y(0) ?Jan 
由 (5.6) 
=|, [eC Jy) ”8 rr. 
因 老 ， 


[we(o) 十 ga) | | [Co) ?+ yo)|? ss. 8 
| 22 dpe 0 2 dp SE 


8g? 
<1-3 = 


29 
| 人 |< 0 

定理 5.2.28 若 (2, 3, /是 任何 测度 空间 , 1<p<< 十 oo， 
则 五 (是 一 致 光滑 的 . 


证 明 ， 由 于 (是 -- 致 本 的 , 记 十 村 于 且 (Zo() 
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1)， 故 Po) 是 一 致 光滑 的 。 又 由 于 对 任何 6() € Ls(1)， 


lz 人 1- Be 且 


20) [ob oo, jel = 
je Ola 


je a ea ea 0 
下 面 列表 作 一 个 简单 归纳 


空 间 凸 性 光 滑 性 
co 不 严格 凸 不 光滑 , 光滑 点 见 定理 5.2.24 
ext (co) = 

序 一 
列 | 2 不 严格 凸 不 光滑 ,光滑 点 见 定理 5.2.24 
窑 一 一 
间 | .=m 不 严格 西 不 光滑 , 光滑 点 见 定理 5.2.24 

jp 1<D< 十 co 一 致 凸 空间 一 致 光滑 空间 

0(9), 人 是 紧 不 严格 凸 不 光滑 , 光滑 点 多 峰 函 数 , 见 定 

五 ansdor 站 空间 理 5.2.24 


Tol, 1<p<+oo ee 见 定理 | 一 致 光滑 空间 , 见 定 理 5.2,28 


并 (9, 3 内 是 任何 测 | 5.3 
空 度 空间 
间 | zp0, 1] 不 严格 四 不 洲 尘 关 请 训 Po52(9) 一 9) 
ext7(Z[0 1]) 一 $| 一 0, 见 定理 
Tefo, 1] 不 严格 上 不 光滑 


《七 ) 一 致 凸 空间 . 
一 致 凸 空间 是 目前 知道 具有 “最 强 凸 性 ”的 Banach 空间 ， 
并 且 是 目前 知道 的 在 几何 性 质 方 面 “ 弱 ”于 Hilbert 2 空间 的 最 


强 ” 的 空间 . 
下 面 列 举 若干 人 性质 而 不 加 证 明 ( 有 些 请 读者 作为 习题 , 有 些 
可 查阅 有 关 文 献 ). 


定义 5.2.4 Banach 空间 及 的 子 空间 M 称 为 CQhebyshev 
子 空 间 , 如 果 对 每 个 2€ 革 ， 存 在 唯一 的 mC€ 及 ， 使 12 一 mj = 
244。 


a(%, M). 

一致 凸 空间 的 每 个 闭 线 性 子 空 间 都 是 Ohebyshev 子 
空间 . 

(2) 车 4 是 -- 致 是 空间 芒 的 闭 吓 子 集 ， 则 对 每 个 2€ 子 ， 
存在 唯一 元 P4(o)E4， 使 [Pit{%) -可 一 dv， 4) ( 称 Pa 为 集 
4 的 度量 投影 ), 且 P4 是 范 - 范 (一致 ) 连 续 的 ， 

(3) 一 致 止 空间 具 Banach-8Saks 人 性 质 ( 见 参考 书 [Ip.78). 

定义 5.2.5 若 4 是 Banach 空间 马 的 有 界 闭 凸 集 ,zE4 
称 为 4 的 非 直径 点 ,如果 snp{ilz 一 ylB y€4}=7o(4) 一 
diam 4 . 

定义 5.2.6 Banach 空间 并 称 为 具有 正规 结构 ， 如 果 每 
个 有 界 闭 凸 集 具 有 一 个 非 直径 点 

(4) 一 致 上古 空间 忆 具 正 规 结构 ( 见 参 考 书 [1]p. 38). 

(5) 若 碟 -( 忆 9Z,) ,1<p<+oo, 则 

广 是 一 致 凸 的 全 耻 ; 是 一 致 是 的, Vi, 且 ;具有 共同 的 

凸 性 模 ， 
(开具 共同 凸 性 模 是 指 , 34。>0, 使 Ce<inf 5;(8), Ve>0.) 
由 此 得 到 , 取 值 了 于 亏 的 2 次 Bochner 可 积 空 间 Ls( 人 ,1) 是 一 
致 凸 的 人 <2< 十 ce) 当 有 目 仅 当 丈 是 一 致 凸 的 ( 见 M，M. Day， 
Bull. 4. M. S. 47(1941)504~507). 

(6) 车 蒜 是 一 致 凸 的, 则 对 任何 闭 集 长 C3， 

Or= {zEi 5 在 下 中 没 有 唯一 最 佳 逼 近 点 } 是 立 中 第 一 
纲 集 ，. 

Fe 一 {m 2EX,，3coE 玉 使 jz 一 col 一 soplz 一 2 人 是 气 
中 笛 集 ( 见 M. Edelstein, Jsrael J. Math. vol 83~4(1966)171 
改 176). 

注 ， 关 于 凸 性 模 研 究 见 参考 书 [L]P. 57. 

( 八 )KUR 空间 ， 
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1951 年 EB. Silverman (Revista Math. Uni. Parma. 2 
(1951)47~76) 引入 了 Banach 空间 卫 中 由 即 个 元 04， 和， 人 
所 围 成 的 凸 集 的 体积 概念 ， 由 他，za，…， 估 所 转 成 的 凸 集 的 
体积 4(oz， va，…，2) 定 义 为 


1 0 1 


六 ro) 9 太 -0) 
1979 年 下. Sullivan 利用 Banach 空间 中 上 述 的 体积 概 
念 ,引入 了 区 UR 空间 (定义 5.14.2)， 由 此 得 到 一 大 类 非 一 致 凸 
但 是 超 自 反 的 Banach 空间 ， 在 本 章 $2 已 讨论 了 KUR 空间 
的 一 些 性 质 。 这 里 再 进一步 建立 若干 定理 . 
显然 KUR 空间 的 子 空间 是 KUR 空间 . 
定理 5.2.29 若 卫 是 KUR 空间 ， 则 于 的 任何 商 空间 
也/M 是 KUR 空间 ,其 中 用 是 于 的 闭 子 空间 . 
证 明 ， 由 于 KUR 空间 是 自 反 的 ， 故 对 任何 [%] =z 十 信 E 
玉 /MM, [加 | = 二 存在 zoE [wz], 使 得 
lwol =dist(0, s+ M) =| Eo])=1, 
此 时 [zo] = [2]. 
对 任何 s>0， 选 择 买 UR 空间 定义 中 相应 于 8 的 5 (由 于 
于 是 KUR 空间 ， 这 种 选取 是 可 以 的 )， 车 [21],，*…，[zx+il| € 
S(T/M), Tv 十 … 十 [rt] > 人 二 二 一 3 则 由 上 面 说 明 
知 ,可 选 必 ES(Z) ,使 必 E [ed 二 不 十 二 于 是 ,有 
[十 … 填 a 宇 上 vi] 十 十 [vt 之 (6 十 1) 一 5， 


因此 ,根据 也 是 KUR 空间 知 ， 
1 a 1 
fm1) 7 f(rl) , /EV ) 
SUP . 。 一 3。 
: 和 了 一 1, ,EF 


ful21) 大 Ge 
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但 是 ( 工 / 形 ) 兰 矿 ", 故 


1 


Gal [21]) 四 
Sup 。 


1 
Gs ( [wy ) 


GE (F/M)” 
; |G| <1 


" ， 一 1 
Gil([o]) … Gu([zse)1 
工 1 
(21) 。。， fl ) gE M®, 
一 sup 人 010241 ,Jol <1 
“ 一 二 有 
多 (oO) 本 " 
1 。.. 1 
(9 “°° fi (Wr1) EO 
<9up 2, 
“$=1, 本 
ay 。 “? fr wrt1) 


故 开 /下 是 天 UBR 空间 . 口 


注 。 这 个 定理 见 俞 鲍 泰 、 减 尔 衫 、 刘 证 ; 华东 师范 大 学 学 报 


1981 年 第 1 期 1~8. 


M. M. Day (Trans. A. M. S. 78 (1955) 516~528) 证 明 
(2@X ) G<p< +co) 是 一 致 四 的 充 要 条 件 是 每 个 下 是 一 


致 凸 的 , 且 它 们 具有 共同 的 凸 性 模 ， 但 是 , 对 于 KURB 空间 却 不 
然 ， 甚 至 对 两 个 有 限 维 2UR 空间 的 乘积 已 不 再 是 2UR 空 


间 了 .这 由 下 例 可 知 . 


例 : 有 =B={(%, Y); %, y€R,, | cv， yl =|z| +|y|}, 7 


= 下 显然 ,和 、 了 是 2UR 空间 ， 容 易 看 到 ， 


2UR 的 ,事实 上 ,到 


( 卫 (Y)s 不 是 


z=—((1, 0), (0, D) y=((#, ), 0 0) 


2=((0, D), (3, 3)), 
f=(C0, D), (1, 0)), g = (01, 0), (1, D), 
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则 lzj= fyl= bl=| -到 拓 2|-v 豆 但 


1 1 1 
f(z) fy) fl%) 
9(z) gy) gy9(%) 

事实 上 ,关于 KUR 空间 的 乘积 空间 有 如 下 定理 . 

定理 5.2.30 设 革 是 KUBR 空间 , 了 是 LUR 空间 , 其 中 
玉 , 工 为 正 整 数 , 则 

Z=(XOY), 

=—{(%, Ji EFT, yEY, {Cz, VN 一 So 十 jy 

(1<p<< 十 oo0) 是 (十 了 一 UR 空间 . 

为 了 证 明 这 个 定理 , 首先 注意 到 下 列 引 理 . 

引 理 5.2.31 Banach 空间 对 是 KUR 的 充 要 条 件 是 对 
际 中 任意 8 十 1 个 序列 {48}%1，…，{284z}%-1， 著 zr | >a， 
=1， 2，…， 十 1, 且 |22 十 … 十 坊 4 一 a(% 十 1), 则 有 

4( 人 一 >0. 

证 明 ， 充 分 性 是 显然 的 ， 下面 证 必要 性 。 不 失 一 般 性 ， 令 

a=1 


设 {2 和 %-1，6 一 I，…，% 十 1， 满 足 引 理 的 条 件 。 令 级 一 


De j=1, 2, + B+, n=1, 2, -. 
?| 


由 于 | 允 十 … 十 21 一 十 1，nw>co。 对 每 个 85>>0， 存 在 


. 口 


心 | oo 


(Cw, 0 9) > 


No 使 得 , 当 %w>>Wo 时 ,| 台 十 … 十 怠 4zl >h+1 一 子 . 
由 于 各 一 二 nn 一 00, 5 一 4，…', 6 十 1， 故 大 在 和 Ni 之 No, 使 
得 ， 当 n>Ni 时 ， 


[zrl —1|< 1, 四 ktl, 


6 ji- 
20+1)? 
因此 , 也 有 
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I | 
= 十 … 十 4 十 组 一 蚊 十 … 十 1 一 24 


p41 2 
] 好 十 … + — 名 TaT- | 
>p+1— SRtl L418. 


2 §(h+2) 
由 于 了 是 KUR 空间 , 对 任何 s>0, 取 8=8(s/2)， 由 上 证 明 
知 , 存在 相应 Ni 当 n> 入 ;时 ,有 
40 », Yer1) < 2/2, 

由 此 ,容易 得 到 所 要 结论 . 口 

定理 5.2.80 的 证 明 : 我 们 仅 对 2UR 空间 的 娓 乘积 (1<2p< 
十 co) 证 明 ， 其 他 情况 可 用 类 似 方法 证 明 , 这 里 不 详 述 . 

假设 {or]3-1，{ {Ww 5% CS( 玉 )， 其 中 
一 一 4) 我 们 
将 证 明 ， 如 果 oo- 二 oj 十 如 十 | 一 4 9 十 co， 则 A (vr 放 ， 
0")—0, 

首先 ,容易 看 到 ，|2*+y 趾 一 2， 采 用 Clarkson 方法 (J. A. 
Clarkson, Trans. 4A. M. 5S. 40(1986)396~414), 得 到 当 n>co 
时 ， 

1 好 一 1 到 一 0 可 一 1 到 一 0， 

同样 ,有 js 一 下 一 0 一 oo 和 一 0 i=1, 2. 

(4) 首先 ,我 们 假设 1 人 ><co， 三 [一 ea 则 

limjyr| =lim|z| =limjwr|=6, $=1, 2. 
这 时 ,采用 Clarkson 方法 ,我 们 还 得 到 
It >86, I+ + wil—>30, 
[z+ wl >30, | 十 用 十 ww|->306, 

i%= 1, 2. 

于 是 
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9) 90 9 glw") 
UC) Am gb) go 
| 1 1 
ACOERACAIMAOAE MAO, 
六 (他 ) + got8) gi1(y1) + 9a(F) 
hi(w1) + hha) hi(y?) + halys) 
1 1 
fi ( 癌 ) 士 户 ( 尖 ) fi (2w3) 十 . 户 (Ww) 
EACOETACIR ACAHEIACANL 
hi(23) + hat22) hiCw?) 十 ja (oa 


fi 9, hEXRI MT APTrTh<1, “Vp +hil <1 
了 


I 1 1 I 
gu | Jo fy) fl2") Ff) ,六 9, PEUX") 


= BSU 


fa, ga, ha (XE, IVRRTTST<L 方 + 六 -1 
1 1 
FEU(T?) 


fn) fe) filz) ,gEUCXDN L. 
gi07) giYF) gi(29) MEU(E!) 
入 (人 和 (内 Jon(R) 
上 述 行列 式 的 每 一 个 至 少 有 两 行 具有 相同 的 足 标 ， 我 们 按 下 一 
行 展开 成 4 个 8 阶 行列 式 ,利用 {#1}, {ye]}, {la 和, {wr[} 
(6==1, 2) 的 有 界 性 和 2UB 的 条 件 及 引 理 5.2.81, 即 知 , 当 n> 
oo 时 , 它 趋 于 0. 
《2) 假设 人 2[}%=1 不 收敛 ,4 一 工 或 2, 并且 假 设 
Alg®, on 4, WS0, Nn—>00, 

于 是 存在 入 过 mw 过 …, 使 对 某 个 8 之 0, 及 一 切 mw, 有 

A(w™, y™, 2*, W™) > 8, 
这 时 存在 {mw} 计 1 的 子 序列 frais 使 To->eo i=1, 2， 用 


250 。 


2 
< 这 sup 


(a) 同 样 方法 得 出 予 盾 . 
这 就 证 明了 ZZ=( 了 了),(1<p< 十 吕 ) 是 2UR 的 . 
对 一 般 情况 ,下 面 指出 证 明 的 基本 思路 . 
如 果 [ow 二 > 十 n> 十 9， WHE 
U(X), d=1, “ee, E+l, 并 且 vu = wh, v0) 
首先 ,用 上 述 同 样 方法 得 到 , 当 wr>co 时 ， 
由 一 0， 一 网 2 一 0， 
6 j=1, 2 NT 如果 | 各 | 一， 区 中 -ca(o 一 co)， 
则 当 n>co 时 ， 
[2 ?10 Ta? |->0s, $=2,.…, £+1. 
于 是 也 有 , 当 "~>ce 时 ， 
二 > 二 1) @1 
其 中 (人 2， 知 …， 名 +1) 是 位 ，2，…, 二 中 的 任意 志士 六 个 元 的 
子 集 ， 并 且 , 当 %->co 时 ,有 
N24 g++) 0, 
其 中 (外, 丰 ， ty) 是 代 , 2,，…， 十)} 的 任意 人 十 力 个 元 的 子 
集 . 
估计 下 式 
1 1 .. 1 
了 (ed fy) fH) 


SUup 


fetid (yam) Fasta(atam) rrD(OoGt6m) 
f°EU(X'), 6=1, 2, 7 十 7 一 工 


用 上 面 证 明 方法 ， 将 它 分 解 成 2 项 ， 每 一 项 是 中 十 芒 义 
(kf 十 六 行列 式 的 上 确 界 ， 再 将 每 一 项 ， 分 蜀 臣下 让 分解 


利和 个 (4 十 四 阶 行列 式 或 (人 个 (4-1) 阶 行列 式 ,这 看 
。251 。 


该 行列 式 中 属于 站: 的 泛 函 小 于 或 等 于 (1 一 1) 以 及 大 于 《一 已 
而 定 . 

这 样 得 到 的 有 限 个 行列 式 的 上 确 界 ， 利 用 了 i 是 KUR 的 
和 也 ,是 LUR 的 空间 , 同上 证 法 , 即 得 所 要 结论 . 

如 果 {|zt21} 不 收敛 ,同上 面 证 法 (2) 导致 矛盾 ! 口 

注 ， 这 个 定理 也 见 俞 鲍 泰 、 减 尔 衫 、 刘 证 ; 华东 师范 大 学 学 
报 1981 年 第 1 期 14~8. 

R. Geremia & F. Sullivan(Ann. Math. Pura, Apnl. 
(1981)231~251) 和 J.Bemal & F. Sullivan (Tllinois J. Math., 
27 no. 3(1983)501~.518) 给 出 了 下 列 引 理 . 

引 理 5.2.32 设 卫 是 Banach 空间 ,mi …, tyr+1ES()， 
令 Q=dist(wm, [ga, +, Cpti]), a=dist(wa, [va, ***, Vp41]), 
,Ox = jw 一 cs 则 

1° da dp A lw1, Wa, wpt1) ht/2ds* do Ay, 
其 中 [wa，…， w+ 表示 由 za,…， wwt1i 生成 的 仿 射 子 空间 . 
证 明 : 由 于 
1 1 … 1 
Algy 四 一 sup Wi 17> 人 za> … 《万 ， mr? , 


fr, 83> fr, Ta> fs, Wp41> 
fiES(X"). =1, ”3 Ek 


= Sp{ MK fo, 4 MK fr, t+ 
+ Myprik fy, Tn+1>}, 
其 中 Mi …，Mrr 是 下 -HI 阶 行列 式 按 最 后 一 行 展开 生成 的 
阶 子 行列 式 . 
由 于 {. 能 够 独立 地 选取 , 故 
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4(o wo) 一 SDpDf az 十 Maoa 十 … 十 于 etzsal 
fiES(K)i—1, 2 全 . 
如 果 上 述 的 +1 阶 行列 式 的 最 后 一 行 用 (1，…，1) 来 代 
蔡 , 则 行列 式 变 成 0, 故 有 
Mi+ Mat + My—0. 
又 fi, fr 也 能 够 选取 得 使 Wi 接近 于 4(za， 2a KAI)， 
故 


Alw1, Wa, ***, Vp) 
CE Whpt1)y 
其 中 oa 十 … 十 onyz 一 一 1, 因 此 ， 
(ci Wa, ***, Ppt1) 
>dist(w1, [za, **, Wx]) 4(za，…，Wxzsi)， 
归纳 地 论证 ， Alwi, Wa, **'*， Wh41) 宇 ddo dy. 
下 面 证 明 另 一 方面 的 不 等 式 . 
令 VE [zs zit2，"…， wantl] ,使 [wi— yl 一 Qi ¢=1, 2, *°, 
hb。， 又 令 Zi 一 5 一 Yi。 则 
Alwi, Wa, ***, Vktl) 
0 0 … 0 1 
«fa, £1> <fi, Xa> …* «fa, xy <fa, Wk+1> 
=S0p1| <fo, TZ1> 《fa, Ya> … 《月 ， wre> 《fa, Th+1> 


《万 2 Lfr, La》 7 Lfr, Tp fr, tpt 
对 于 {及 户 CS) 定义 一 的 元 
n= (Kfa, £3>, fs, zi>, ,<f, £1>), 
利用 Hadamard 不 等 式 (Bull. Sei. Math. (2) 17 (1893) 240~ 
246), 有 
A(Di, wa, ***, Wk+1) 


<supflrajav |rala:* rr)s: f, foa, …， frES(X")} 


Uf ff dd 
。 253， 


<1300e 口 

J. Bernal & F. Sullivan(Illinois J. Moth. 27 (3) 1983 
501~513) 证 明了 一 个 超 自 反 的 充分 条 件 . 

定理 5.2.33 洲 闷 不 是 超 自 反 的 , 则 对 一 切 3>0 和 一 切 
n, 存在 {v1 xs，…，w+ 十 CU 人) 使 得 

oa 二 za 十 十 oo 过 (人 十 巧 一 3， 

且 Alti, wa, *%, wnti) >2° ~—6. 

注 ， 下 面 的 一 个 直接 证 明 是 由 俞 鑫 泰 给 出 的 . 

证 明 ， 册 于 超 自 反 空间 与 了 凸 空间 是 一 致 的 ， 因 此 ,车 站 
不 是 超 自 反 的 , 则 邓 不 是 了 (rn, 8) 同 的 , 对 一 切 %, 和 一 切 s> 
0. 

由 于 下 列 % 十 1 阶 行列 式 的 绝对 值 等 二 2", 即 


1 1 1 
1 1 
Hdl, 1», 
新 区 
1 —1* 关 


其 中 (*) 是 任意 绝对 信 小 于 等 于 1 的 数 . 
利用 行列 式 的 连续 性 ,对 任何 8 之 0, 可 选 3>0, 使 得 当 | cz| 
<1, jby|<1, 且 jey-0y|<<5 时 ,有 
上 [co 1 一 | 12) | |<e. 
由 于 下 不 是 /Cw 十 1，6) 凸 的 ， 故 存在 (%1，…"，%nt1) C 
U(X), 使 
[2 十 … 十 oo 十 os 这 (人士 切 一 
12 十 … 十 一 4 > 十 蕊 一 9 
[oi— we n> (n+1) ~6 
由 此 ,可 选 户 …,， 有 ES(X*), 使 
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f(t1)>1-6, f(a) >1—6, “0 i011) < 一 [十 8 

fn (11) >1—56, fl23) ~1+6, 7 fpnr1) <—1+6, 
则 容易 得 到 ， A(wi, Wa, …) Cy) 宇 2" 一 g8, 器 

推论 5.2.34 假设 对 某 个 5>0 和 某 个 s。，0<e<l 存在 
一 个 整数 %, 使 对 一 切 {fz ……， ww} CU( 肝 ), 车 
024 十 十 On >1—8, 

各 


风 4d(ot **, %,) <é, 
那么 玉 是 超 自 反 的 . 

俞 竟 素 ( 科 学 通报 ，24(1983)1473 一 41475) 证 明 KUR 空间 
是 NUC 空间 . 

定理 5.2.35 区 Banach 空间 卫 是 KUR 的 ， 则 三 是 
NUC 空间 . 

证 明 ， 由 定理 65.2.22 知 NUOe> 自 反 点 UKXK， 又 由 定理 
5.2.3 知 , 工 UR-> 自 反 、 故 只 须 证 明 KUR=>UKK 即 可 . 

车 于 不 是 UKK 空间 , 则 存在 tz?CT(X)， 使 得 | 一 
二 且 存在 {oRaCI(X)， 使 

好 一人 > op， sep(w?) 之 8，Yn, 对 某 个 8>0， 

令 yr=2" -0 NN [yl|<2, Bsep(y) >e. 

对 任何 % 由 于 {1} 是 有 界 的 , 故 存在 个 1 的 子 
序列 (不 妨 仍 记 作 ) {1} 扣 ,使 


yi a. 
容易 看 到 , os 之 二 >0, Vu. 
CD 在 三 是 2UR 空间 情况 . 
选 9>0, 使 <min(1 总) 选 2UR 空间 定义 中 相应 于 
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选 Ye 充分 大 ,使 Per >I- 计 5( 呈 个， 其 中 JESCK， 
fo”) = el, 
固定 这 个 Vo, 容易 看 到 , 当 6，j 充 分 大 时 ,有 
le yl <1, em yl<l, 
且 3>le™+ (oR + ("|>3-—6 ($ ), 由 于 于是 
2UR 空间 , 故 


own> 人 0 >A, oy, oy) 


=A(0, f°, 3") 
站 go 入 一 (oo 有 
其 中 名 "ES 天 (1 = 上 yw"|。 为 了 写法 方便 ,下面 将 省 


略 标号 Wo. 
于 是 , 我 们 有 , 当 % fj 充分 大 时 ， 
en>| ly ly — fy yl, (5.6) 
从 而 
om 二 | 一 人 Co (5.7) 
由 于 |y | 一 > 容易 得 到 , 当 6% 充分 大 时 ,有 
[gl — [fy || <e/4. (5.8) 
下 考虑 充分 大 5 7 使 
G 3 G 3 
I ol 9 


车 (9y)) 之 0, 则 由 (5.6) 式 有 ， 
oan> f(y y ~ [ylysl 
站 和 一 好 [一直 To 一 fo 
由 (5.8)、《5.9) 式 有 
[vw < 加 -1 太 @y) 一 yl| < 如 0+ 证 < 委 ， 
(6.10) 
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车 有 (yy) <0, 同上 计算 也 有 
ly+g<T 二 (+ 由 < 部 9 全 < 和 
(5.11) 
固定 充分 大 的 名 当 态 7 时 ,车 户 (0) > 有 (8) >0, 则 由 
(5.,10) 式 有 
| 加 一 ol 一 glow 一 < 
车 f(y;), fi(gr) 天 0 则 由 (5.11) 式 有 
[yt yl < [yet yl + ytysl < eo 
总 之 ， 这 时 与 sep(y) >>s 矛盾 ， 故 当下 是 2U 及 时 ， 蕊 必 是 
NUC 空间 . 
(2) 在 互 是 3UBR 空间 情况 . 
同 (DD 作法 ， 取 相应 于 可 大 的 3UR 空间 定义 中 相应 的 
5( 二 小) 容易 看 到 , 当 久 ,i is 充分 大 时 ,有 
om > A(O0, gh, Ys Ys). 
根据 引 理 5.2.31, 有 
co1 >dist(y,, [0, ys, yl) A(O, ys, yi). (5.12) 
车 对 一 切 充分 大 的 祷 , 入 均 有 
an> A(O0, ys, %,), 
则 由 (了 D 的 证 明知 , 这 与 sep (yo) 之 8 矛盾。 因此 至 少 有 充分 大 的 
(%1, %2), 使 
4(0， yo,, ys) <an. 
出 (65.12) 式 知 ,对 这 组 固定 的 充分 大 的 fo， ioo, 及 上 >Imax {hio, 
2aoj 有 
n>dist(ys, [0, ys, Yo] ) 。 
容易 看 到 ,存在 入 Espan{%,, yi,}, 使 
[wx 一 和 | = dist(yr, span {ys,,, Yo}), 
利用 有 限 维 空间 中 有 界 集 的 相对 紧 性 知 , 存在 {zx} 的 子 列 {zx,} 
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人 
使 和 一 > x0E span {yns，Wir}。 这 样 ， 当 了 m 充分 大 时 ， 有 
[yw 一 yr < 序 . 这 又 与 sep(yp) 之 矛盾 ， 故 当 玉 是 3UR 空 


间 时 , 子 必 是 NUO 空间 . 
不 难 将 (2) 的 证 明 推 广 到 天 UR 空间 (>3) 情 况 ， 证 毕 . 
推论 5.2.36 对 任何 正 整数 玉 , KUR 空间 是 具 ( 互 ) 性 质 


证 明 ， 由 于 NUC=>UKK 二 了 HH. 口 

此 外 , 俞 客 攻 (数学 年 刊 1985 年 (英文 辑 )) 还 证 明 

定理 5.2.37 对 任何 正 整 数 五 , LKUR 空间 具 ( 妃 ) 性 质 ， 

D. van. Dwlstg B. Sims (to appear) 证 明 NUO 具有 正 
规 结构 。 从 而 由 定理 5.2.34 知 , KUR 空间 具 正 规 结 构 (KUR 
空间 具 正 规 结构 也 见 (F. Swllivan, Canad. J. Math. (1979) 
628 628)) 

首先 , 引入 Cliebyshev 中 心 概念 ， 

定义 5.2.7 邻 B.0 是 Banach 空间 于 的 两 个 子 集 , 且 B 
是 有 界 的 ,对 每 个 zEC, 定义 

"(2) —sup{|z—yl, y€ B}, 
且 令 ro0—inf{r(2), 2 EO}. 

集合 (可 能 是 空 集 ){eEO，r(z) "0o} 称 为 B 关 于 的 
Chebyshev 中 心 ， 且 mo 称 为 旦 关于 O 的 Chebyshev 半径 . 

注 ， 由 于 ”是 是 的 连续 函数 , 玖 ?是 W 下 半 和 连续 的 , 因此 ， 
如 果 〇 是 W 紧 凹 集 ， 则 关于 C 的 Ohebyshev 中 心 是 一 个 非 空 
WwW 紧 凸 集 , 

定理 5.2.38 若 Banach 空间 信 是 UKK 空间 , 则 关于 w 
紧 凸 集 的 Chebyshev 中 心 是 非 空 紧 凸 集 . 

证 明 ， 令 革 的 子 集 0O 是 Ww 紧 凸 集 , 且 令 BB 是 卫 的 有 界 凸 
子 集 ， 由 定义 5.2.7 的 注 知 ，B 关 于 C0 的 Chebyshev 中 心 4 
是 非 空 Ww 紧 凸 集 ， 令 加 是 五 关 于 C 的 Chebyshev 半径 。 
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车 4 不 是 紧 的 , 则 4 包含 一 个 序列 {oj 使 
sep(w,) 宇 8, 对 某 个 s>0. 


通过 转 到 子 序列 ,不 妨 假设 四 一 >z。 
选 5- (过 )>0 是 UKK 定义 中 相应 于 二- 的 8. 


固定 yE€ B, 由 定义 , [ro1(zo 一 让 <1, n= 1 2,- 
sep(75 (2n—Y)) >r0e, 

且 Ti 一 分- 一 > yat 一 切 。 

因此 ,由 空间 是 UKK 的 知 ， 

ls—yl<(1~6)r,, 

由 于 y 是 B 中 任意 元 , 这 与 mo。 是 关于 C0 的 Chebyshev 半径 
矛盾 ! [1 

定理 5.2.39 若 工 是 NUO 空间 , 则 邯 具 正规 结构 . 

证 明 ， 由 于 NUC 空间 是 自 反 的 ， 故 每 个 有 界 闭 凸 集 C 是 
w 紧 的 ， 如果 0 是 紧 的 , 则 0 具 正 规 结 构 . (事实 上 , 若 O 不 具 
正规 结构 ， 则 存在 C 的 有 界 闭 凸 子 集 互 ， 使 得 对 任何 袜 E 瑟 ， 
存在 zs€ 卫 ,使 wi 一 vol 一 diam( 瑟 )( 注 意 , 这 时 五 是 紧 集 , 故 


上 确 界 能 达到 ) ,但 是 由 于 吾 是 凸 的 , 故 半空 € 且 , 因此 , 又 
存在 zs€ 吾 , 使 


| | =diam(H)., 


以 这 种 方式 继续 下 去 , 我们 得 到 瑟 的 一 个 子 序列 {4w} 了 wy 
使 


V1 Twa Wn 
多 


=diam(H). 


| 化 nm 一 


但 是 
diam(H) | nt 2 


-| Wo 一 4 Tn+i™ Ta 十 … 十 | 
包 包 V9 
“259 。 


< 亏 阅 jc-ol 
<diam(H). 

放 有 srs 一 2 =dian (万 ). 3=1 2 9 Yn， 从 而 {zoj7- 
没有 收敛 子 列 .、 这 与 肪 是 紧 的 耶 拓 ). 

否则 CO 是 w 紧 但 不 是 紧 的 ,由 定理 5.2.38 知 , O 关于 自身 
的 Chebyshey 中 心 4 是 紧 的 , 从 而 4GE0， 因 此 ,OO 关于 自身 的 
Chebyshev 半径 ro<diam O， 从 而 , 4 的 每 一 点 是 Q 的 非 直径 
点 。 所 以 CO 具有 正规 结构 . 口 

推论 5.2.4 车 于 是 KUR 空间 , 则 具 正 规 结构 。 

证 明 ， 由 定理 5.2.35 及 定理 5.2.89 即 知 . 口 

正规 结构 的 概念 在 不 动 点 理论 中 起 着 重要 作用 . 

定义 5.2.8 若是 Banaoh 空间 了 的 子 集 及 上 定义 的 
一 个 映像 ,7 了 , 太一 子 , 全称 为 非 扩张 的 , 如 果 对 任何 ww y EK， 
有 

22— Ty|<|s—yl. 

定义 5.2.9 若 了 T, 玉 -> 了 是 一 个 映像 ,其 中 芭 是 Banach 

空间 及 的 一 个 子 集 , 车 存在 2%EK, 使 
1'y=%, 

则 zz 称 为 了 的 一 个 不 动 点 . 

W. A. Kirk(Amer. M. Monthly 72(1965)1004 一 1006) 给 
出 了 一 个 重要 的 有 关 非 扩张 映像 的 不 动 点 定理 . 

定理 5.2. 条 若 耶 是 Banach 空间 , 琅 是 时 中 ww 紧 凸 集 
且 五 具 正规 结构 ， 卫 是 不 >K 的 一 个 非 扩张 映像 ， 则 了 具有 
不 动 点 . 

证 明 ， 令 多 = {FCK; 7 是非 空 有 界 闭 凸 集 , 且 人 (FD)CC 
FF}.， 则 (多 己 ) 构 成 偏 序 集 (其 中 C 是 集合 的 包含 关系 ). 

任 取 多 的 全 序 子 集 族 {8, iEA}, 则 由 下 的 w 紧 性 知 ， 

4 rp 
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且 4 是 有 界 闭 品 集 ,7T(4)C4, 故 4=[ |] FE 多 ,由 Zorn 引 带 


知 ,存在 极 小 元 HE 。 

五 关于 自身 的 Chebyshev 中 心 0( 五 ) 是 有 界 闭 凸 子 集 , 且 
T(O( 吾 )}CO( 昌 ). (事实 上 , 令 7o 为 耳 关 于 自身 的 Chebyshev 
半径 ,对 任何 z€0(H), y€H, 

Ty— Trl <|2—y|<ro, 
故 TyEU(Tz, 70) 三 {2; 1 一 Tw 过 ro0, zxETX}, 从 而 
THCU(TS, ro). 
但 THCH, 故 
THCU(T%, ro0) fH, 
又 NUCT%w, 70) 己 五 , 故 
TCHNU(TY, 70)) ETH, 
从 而 T(HNUOTY, 70)) CU (TY, r0) NNH.. 
因此 ,五 站 U0(ZTz, yo)E: 罗 ,由 互 的 极 小 性 知 ， 
HNUTS, yo) 一 互 ， 


从 而 HOU(TS, ro), 
对 任何 YE 五 ,有 Tz 一 yl 专 ro, 故 
ro<r (Tz) <ro. 


因此 ，r(Tz) =ro， 所 以 TzE0(H)， 这 就 表明 T(C(H))CC 
0O( 五 )). 从 而 OC(HYEZ. 

这 时 , 必 有 diam 五 =0, 否则 diam 五 >0, 由 玉 具有 正规 
结构 有 diam O( 五 ) 过 diam 器 , 因此 OO( 瑟 ) 乓 瑟 , 这 又 与 已 的 极 
小 性 矛盾 ! 

由 于 五 是 非 空 的 ，diam 互 =0， 故 瓦 是 单 点 集 ， 即 媚 = 
{wo}, 由 于 五 E 多 , 即 知 人 Pwo 一 woo。 这 表明 了 具有 不 动 点 . 口 

推论 5.2. 饮 若 卫 是 NUO 空间 , 则 对 每 个 从 有 界 闭 凸 集 
到 自身 的 非 扩 张 映像 必 具 有 不 动 点 ， 车 卫 是 KUR 空间 , 则 对 
每 个 从 有 界 闭 凸 集 到 自身 的 非 扩张 映像 必 具 不 动 点 . 

证 明 ， 由 于 KUR=>NUC-=> 自 反 广 具 正 规 结构 即 知 ， 口 
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K. Fan & I. Glicksburg(Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. 4. 
41(1955)947 一 953) 引 入 了 KR 空间 概念 . 

定义 5.2.10 今 玉 送 2 是 一 个 整数 ,一 个 Banach 空间 半 
称 为 是 KR 的 , 如果 对 任何 {ztjPaC 蕊 ,使 

| 元 加 | 
则 {zi}za 是 于 中 Cauchy 序列 (从 而 收敛 于 互 中 某 个 元 wo). 
于 称 为 FR, 如 果 它 是 KR, 对 某 个 信之 2. 

Bor Lwh Lin & Yu Xin tai (to appear in Math. Anal. 
Appl.) 讨 论 了 KR 空间 与 KUR 空间 之 间 的 关系 .下 面 是 有 关 
结果 . 

引 理 5.2.43 车 {zjzP3: 是 KUR 空间 的 一 个 序列 ， 使 内 


一 >wC 卫 ,如 果 


K+1 


Pe 训 " 


—1, 


LA 


则 lz| =1, Elim lw-—%|=0. 
证 明 ， 显 然 , limlzi| -1 由 于 邓 是 KUR 的 , 且 


1 | 1 x+1 

2 RE /222 dd kt t=1 

于 是 lim A (wn,, “3 wnsns) 一 0. 令 Y= Wi %, Y= 1, 2, “"", 
Ma Nt 


假设 lim |y:| *0， 通过 选取 子 序列 (如 果 必要 的 话 ) 存 在 s>>0, 


使 yi 之 se, Vi、 由 于 一 >0, 再 选取 子 序列 (如 果 必 要 的 话 )， 
可 假设 tj} 是 一 个 基 序列 ， 令 {2}221 的 基 常 数 为 以 ， 令 iE 


本 。 。 2M . 
在 ,使 f(y) 一 55， 2， j=1, 2…'。 于 是 lf 8 3 6%=1,2,.…, 
因此 ， 对 任何 71， ”> Wk+1; 有 
六 
Af{y,,, ”2 wo)>(537) . 


=1, 


Ws 


故 


*。，263。 


(2/24) 和 Tim 4 goo) 


Ls 


= lim A(vn,, “2 Wo ) ， 
1 


这 是 不 可 能 的 . 口 

定理 5.2. 禾 每 个 严格 凸 的 KUR 空间 是 (KK 十 1)RB 空间 . 

证 明令 {zie 是 UR 空间 的 一 个 序列 , 使 

1 Rta 

pn 
由 于 每 个 KUR 空间 是 自 反 的 ， 故 {zi} 有 一 个 Ww 序列 闭 包 点 
w€ 有, 由 引 理 5.2.48 知 ,只 须 证 明 % 是 {wi} 的 唯一 的 Ww 序列 
闭 包 点 即 可 ,假设 y 是 {ww} 的 一 个 Ww 序列 闭 包 点 , 则 存在 者 过 
过 过 Wma 过 …, 使 


lim 


2 EO /7 2 di 


Da», tm,— 2Y, 
由 引 理 5.2.43 知 ,|z|=|yl=1, 且 
lim |z,.—2l — lim | 一 下 一 0. 


| 


k+l 三 人 


由 于 lim 


应 用 引 理 5.2.43 到 | 二 (cv 十 an ], 我 们 得 到 
1 
EXm 2 

由 于 也 是 严格 凸 的 , 故 2=y. 口 

由 于 每 个 KUR 空间 是 超 自 反 的 ， 但 M. M. Day 空间 Xu 
= (SO 是 非 超 自 反 的 ， 区 . Fan & I. Glioksburg 证 明 Xx 
是 2R 的 (Proc. Nat. Acad. Soi. US.A. 41(1955)947—958). 
故 存在 2B 空间 不 是 KUR 空间 , VK. 

下 面 例子 更 进一步 表明 存在 2B 空间 它 线性 同 胚 于 玉 但 马 
不 是 KUR, VE 之 1. 

例 1， 令 五 = Qa, 上 -上 ,其 中 
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1zj?= Cal+ CT 二 (和 +…) 


对 一 切 z 一 (ci，ca，…)， 
T. Polak & B. Sims (Canad. Math. Bull. 26 (1983) 118 


一 120) 证 明 恕 是 2R. 信 工 -(2GB ) ， 则 由 KK. Fan & 工 . 
Glicksbury 的 结果 知 ， 蕊 是 28.。 下 面 将 证 明 福 不 是 KUR,， 


Ek 
6E1 十 6 
se En, Cn; “Cn 0, 0, “J, 


= (0 和 En, """, Cn, 0, 0， …), 
wo? 1= (a G1 “**, 1 1 十 6 0 0 …) 
+ 3 3 ’ 2 2 2 7 了 3 
其 中 最 后 非 零 的 向 量 是 在 (十 了 个 坐标 ， 则 
lim | 好 | = VETIT 和 = 二 2, :…, b+1. 
且 Jim|j 吧 十 … 十 一 (E+1) 2, 


然而 ， 若 户 = (et 0， …)， 户 = (0, 81, 0, …)， ”9 fr= (0， ”3 
0, Cl， 0， …)， 则 


A(zi, », Wh) > 可 >0 Yn=1, 2, …. 
这 表明 对 不 是 KUR. 口 

下 面 例子 表明 , 对 每 个 整数 下 之 2, 存在 一 个 严格 凸 Banach 
空间 , 它 线性 同 胚 于 1s, 它 是 UR 空间 , 但 不 是 KR 空间 . 

例 2， 对 正 整数 太 宇 2， 令 入 过 训 < 过 … 名 对 每 个 = (ab 
aa …) Eh, 定义 


k 2 
jl = (Sia,l) 十 ,之 ， 0 
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很 清楚 ， lvl,< lvl Gat VE |sls,, VzE b. 
令 R= (ls, | * | )， 很 清 楚 ， Rs 线 性 同 及 于 
(玉昌 四) 故 革 ,i 是 KUR, 但 不 是 (KK 一 1)UR, 对 一 切 ( 记 ， 
…, by)， 进 一 步 , { 卫 G,.…,4w} 有 同样 的 开 西 性 模 , 即 ,对 每 个 > 
0, 同样 的 5(8) 可 使 用 在 及 ,ss 对 一 切入 过 … 之 饥 ， 

对 每 个 Els, 令 

lle= sup lola,s, B= ls, Dl). 

则 lol,< lzh< VE lz Ve€E Th. 
下 面 证 明 刀 是 KUR 空间 但 不 是 人 R. 

为 了 看 到 Bi 不 是 玉 B 空间 , 令 {6@} 是 记 通 常 的 自然 基 , 容 
易 看 到 , [elr=1, i=1, 2 …， 

lim 


dn 手记 ,= 工 且 je 一 oj 一 2 Vi 


为 了 证 明 Bs 是 KUR 空间 ， 对 01，…zpt1 Els， 令 Vp(wi 
p41) 为 21，…，wr+1l 在 才 y 中 所 生成 的 凸 集 的 体积 ， 而 
了 (ca p41) 为 和 叶 ，…，%r+i 在 纪 中 所 生成 的 囊 集 的 体积 ， 
Void 1) 为 21， oad 在 总 (4 中 所 生成 的 上 
集 的 体积 。 容易 看 到 , 对 任何 za，…，zx+y 

了 (za …， OH SV ,id V1 Vp+1) 
Vv 0， 


SACI 


给 e>0, 信 8( 襄 )>0， 使 对 任何 1, ”9 如， 如 果 [E29 


x+1 
<1, n=1, 2,.…, +1, 是 | 


Vn (D1 ""°y p41) <e/p™?. 


<1-5, 则 . 
(fa fk) 


K+1 


假设 |z,1s 专 1, n=1, 2 ;十 二 ji ET | 


、 。 1 1 py 
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了 实用) 
(CT 
一 6. 
这 表明 ,是 UR 空间 . 
最 后 , 令 XX 一 (ls, | 人 其 中 
lopP- eli 呈 本， ve- (a mw ) ED 


容易 看 到 , 屋 x 线性 同 豚 于 fo, 且 是 严格 凸 , 环 z: 是 区 UR, 但 不 是 
KR. 口 

注 。 这 个 例子 也 震 明 存在 (有 十 1)UR 且 严 格 是 的 空间 并 不 
是 及 UR 空间 . 

( 九 ) 基 与 Banach 空间 的 几何 性 质 . 

这 里 将 给 出 若干 基 与 四 性、 光滑 件 及 Banach 空间 的 某 些 
几何 性 质 的 联系 的 经 和 它们 是 由 俞 讲 泰和 张 文 沭 证 明 的 、 

定理 5.2. 忽 若 怀 是 具 基 {wm} 的 Banach 空间 ,满足 


下 列 条 件 : E02 写 ), 存在 0<3<1, 使 得 当 wE 子 ， 
lo|< 1Piol>5 时 ， 有 1 一 Pol<s， 则 并 是 5 玉 玉 空 


间 . 
证 明 ， 事 实 上 , 对 任何 s>>0，(e<2)， 当 {zw} 守 1 己 时 ,sep 


Go) >s, 2。 一 >%, 则 有 |z| <8( 必 ), 其 中 5( 二 ) 是 定理 条 件 中 


相应 襄 的 3. 
否则 ,存在 se>0，{oj2 aiC 和 ,|mj <1, wo 一 >zE 瑟 sep 


(o)>s, 但 |z| >8(#). 选择 正 整数 六 ,使 | Pswi >8(§), 由 


于 zi 一 一 mw 故 Puz > Paw, 因此 ， 对 充分 大 n%, MM, 有 | Paysal 
> 人 二) | Prao|>8( 呈 ), 且 | Pxw, 一 Paznl < 吉 ， 因此， 
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sep(2) 委 |‖ 入 一 2 
< | — Pos) th Pow, — Prwznl 十 | 一己 von 
<3。 
这 是 不 可 能 的 . 口 

由 这 个 定理 ， 我 们 可 以 证 明 Baernstein 工 空间 是 NUO 空 
间 , 这 就 否定 了 BR. Hu 在 的 猜想 , 即 NUOs9BSP. 

例 1， Baernstein II 空间 (第 4 章 84 例 2) 是 NUGC 空间 ， 
由 于 Baernstein JI 空间 是 具 基 的 自 反 Banach 空间 , 因此 ,只 须 
验证 Baernstein JI 空间 的 基 满 足 定理 5.2.45 的 条 件 就 可 以 
了 . 

事实 上 ， 对 任何 8>0， 选 取 3= (1 一 e”)*3 即 可 。 因为 车 
Po >23 则 存在 一 个 块 序列 {ow} CCT, 使 得 

BCPz，{oo)> 工 一 22 
令 {ox} C7 了 ' 是 任何 块 序列 ,由 于 对 任何 % 
oxf) {1, °°, R}, op {nt+1, GE 
且 对 任何 y 
ox {1, £7, nn} oN {ntl, .…} 
(如 果 它 们 不 空 ), 因此 ,我 们 可 以 用 -一 个 新 的 块 序列 {o4}, 代替 
oz 站 1 pp nn} 和 ox ta 十 二 于 是 
SPsw, {or {1, pw n}}) 
tS((I~P,)%, {oN {ntl, …}}) 
=S°(%, {ox})<1., 
注意 到 S(P,w,，{ow}) =S(CPww,， {or {I, …, %}})， 且 
S((I—P,)%, {04}) 一 SC 一 Po {orf{n+1,…}}), 因此 , 
SCT— Pn)s, {0%})) <1— A Pw, {ox}) 
<1— (1— 8s)=e2. 
由 于 {co%} 是 任何 块 序列 , 故 
1 (I— Prl<e. 
这 表明 Baernstein II 空间 是 UKK 空间 , 从 而 是 NUGO 空间 . 口 
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下 面 讨论 基 与 Banach-Saks 性质 之 间 的 关系 . 

定理 5.2.46 如 果子 是 具 基 {wm} 的 自 反 的 Banach 空 
间 , 如 果 基 {zvj 忆 1 满足 下 列 条 件 ， 

存在 3 0 过 5 过 2, 利 Wo 使 得 , 对 任何 “ES( 开 ),， 当 mw> No 
时 ,有 

IP + 1(I-P)sl<s, 

则 于 "上 县 BSP 

证 明 ， 由 于 及 是 自 反 的 , 则 相应 的 坐标 泛 函 { 及 }) 汪 ;是 马 。 
的 基 ， 对 任何 JE 碟 " 有 Jf 一 总 /oo 太 

由 Kakutani 证 明 一 致 凸 空间 具 BSP 中 知道 ， 只 须 证 明 存 
在 9, 0<0<2, 使 得 对 任何 {o]}2 CS( 和 )，m 一 >0,， 存在 wm。 
wow 满足 jz 十 mu <<9( 见 参考 书 [1]p. 78). 

取 es>0, 使 9= (1+e)8+28<2, 其 中 5 为 满足 定理 条 件 的 
小 于 2 的 正 数 . 

设 {gj}2sCS( 及 ") 是 任何 Ww 收敛 于 0 的 序列 ， 我 们 可 选 
择 Ni> No 使 | 六 oile) 思 | <s、 由 于 gr 0 故 对 任何 属 有 


oz 一; 0、 从 而 存在 mw, 使 | 总 和 (oo 及 |<e， 于 是 ， 


TA DACA 入 go 


A DC 


<| ppt 思 ， gn, (wn) fol 十 28， 
(5.13) 
并 且 ， 
[Btls, | >, gn (to) ful <1+e. 
(5.14) 
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任 给 za 一 妆 A(o)mES( 了 )， 则 

(Sg)ft 名 oo 站) 全 fom) 
= (BS ga)fe) (Pro) 

+( Bg 0)f) I- Pr)® | 

<| Bg) fl 


1Pwal 


十 


,Bg oF) lI Pre)al. 


由 (5.14), 及 定理 的 条 件 ( 因 Wi>No) 有 
| (车 go 六 二 六 ， gm Con) 及) (z) 
<(1+e) (Px,s| +| (I~ Px,)2%l) 
< 和 (十 2)6. 
由 于 "是 有 ( 工 ) 的 任意 元 , 故 
[So Sg) fl|< Gre)s. (6.18) 
由 (5.18) 和 (5.15), 有 
[gtgnl< (+e)d+2=0<2. 口 
Diestel (参考 书 口 ]p. 78) 指 出 ,不知 是 否 有 
于 具 BSP 一 开具 BSP. 
下 面 利用 定理 5.2.46 证 明 Bearnstein II 的 例子 中 的 空间 ， 它 
的 共 斩 空 间 具 BSP, 这 就 说 明 ， 
克 具 BSP 六 和 具 BSP， 
(因为 Bearnstein II 空间 是 自 反 的 ). 
例 2，Bearnstein II 空间 (第 4 章 $4 例 2) 子 , 它 的 共 粥 空 
间 及 * 具 BSP， 由 定理 5.2.46， 只 须 验证 卫 的 基 满 足 定理 
5.2.46 的 条 件 即 可 . 
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事实 上 ,我 们 证 明 , 可 选 3S -33 No~1. 
设 wES(X). n 是 任 咨 自然数. 
设 {ow} 和 {o 外 是 任何 两 个 块 基 ， 则 对 任何 名 
oz 站 人， 对 on {ntl1, .…}ET, 
且 对 任何 大 
az 站 人 人 < 人 人 十 二 0} 
(如 果 它 们 都 不 是 空 集 )， 从 而 , 我 们 可 以 将 他 们 排 成 一 个 新 的 
抉 序列 {0 他， 因此 ， 
S(P,g, {ox}) SCI— Po {0)) 
= 8S(P,w, {onN {1, -, %}}) 
二 SLC- Po {orf {nt+1, -…}}) 
< (83(P,g, {oN {1, »…, 2}}) 
-BC 一 Po {oN {nt1, Da 
~2¥ (92(%, {or})) 


<20. 
由 于 {cow} 和 {o%} 是 任意 的 , 故 
IPal+|(I- Pol<23. O 

下 面 , 我 们 考虑 具 基 的 Banach 空间 写 ， 如果 茸 又 是 非常 
光滑 的 , 那么 基 应 当 具 有 什么 性 质 ， 张 文 沪 给 出 了 下 面 定理 的 
直接 证 明 . 

定理 8.2.4y 若 人 对 是 具 基 {ojs-i 的 Banach 空间 , 又 昼 
是 非常 光滑 的 , 且 基 是 单调 的 , 则 基 是 收缩 基 . 

证 明 ， 由 于 {2,}xoi 是 基 ， 帮 相应 的 坐标 省 函 { 户 } 沪 :是 基 
序列 , 因此, 只 须 证 明子 ==span{ fr} 即 可 . 实际 上 ， 只 须 证 明 
玉 " 一 span™w{ f,} 即 可 . 

由 Bishop-phelps 定理 ， 只 须 考虑 fESC(X*), 生存 在 “EE 
SC 及 ), 使 f(z)=1 的 那 种 /有 即 可 . 
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设 % 一旦 Fo) 记 则 g -> 六 又 由 于 基 是 单调 的 ,容易 看 
到 | 和 1 AI， 从 而 
fl<limlg,l <Imly,) <1fl. 
故 lim|g,| -1f|， 从 而 存在 加 ,使得 当 %> 杂 时 ,有 1g.1>0, 容 


易 看 到 ， 


gn /yf Pw) > 
To Tot | (zz)。 
由 于 闷 是 非常 光滑 的 , 故 


.2 
FT 一 > 少 


但 人 Tespan{y， 故 fEspanv{f,}, 即 信 "=span{f,}. 


这 表明 {f。}r-1 是 了" 的 一 个 基 .， 由 定理 2.2.1 知 道 ， 基 
{zt 是 收缩 的 ， 口 
( 九 ) 一 个 注 记 . 
陈 道 奇 数学 学 报 \1982) no. 3) 指 出， 车 并 是 Banach 空 
间 , 则 zoEAS() 是 光滑 点 的 充分 条 件 是 
-| 
lim 


ro0+ u,vEBCXIND eo?) lv 一 ol 
和 


=0 (5.16) 


成 立 , 
俞 读 泰 (数学 进展 1986) 指出 , 实际 上 ,条 件 (5.16) 可 改 为 ， 
对 任何 YVES( 瑟 ), 令 于 sy 一 span{zo, 四 则 


Ww 二 


|| 
lim SU 一 0 (5.17) 
7 一 0+ tvE€ SC 和 区 Co 人 吧 一 vo| 


成 立 ， 并 给 出 一 个 简化 证 明 。 同时 当 卫 是 实 Banach 空间 时 ， 

(5.16) 实 际 上 是 范 数 在 m 点 Fréchet 可 微 的 一 个 充分 条 件 . 
定理 5.2.48 车 下 是 实 或 复 的 Banaoh 空间 ， 则 moE 
。271。 


8S( 王 ) 是 光滑 点 的 一 个 充分 条 件 是 , 对 任何 yES( 于 ), 令 于 bs 
= Span{zo, 分 ， 有 
wt 
lim gu 一 [ 2 | =0 
or wave scr ze eol 
成 立 . 
证 明 ， 若 不 然 , 则 存在 f, gE 了 节 *, 使 f+g, 且 
Ifl=fg1=1=f(%) =9(%0). 
令 忆 -于 (7+ 扩 , 则 1Pl=1- (co), 且 也 灵 f, 故 存在 
E 及 ,使 F(zw1) =0, 1>g-f(z1) >0. 


人 00 十 帮 2 m0— To 
~ 2 Vn 了 。 显然 ,jz = |y,l = 
n+ Vi 0 一 一 一 01 
2 
1, 且 
[etia|>7(s t+) + 二 ad 
”1 1 
wo) 1 gs) -1+ 二 al 
工 
| oti 1 | 1 
jz 一 zol 入， FT (mo+ 寺 1 WT 人 4 一 | 
tied 外 
<|1- | 十 工 
nn n 
了 
扫 一 . 
名 
同 理 ,1y,-zol < 这 故 |9, 一 | < 全， 
当 m> 志 时 ,有 
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1 
亩 1 罗 t= 这 [一 
| | 
% wo 十 一 %1 20 一 -一 01 
nn UL 
< 去 工 十 了 了 + vo— Lo 
1+¢& 各 多 
多 
一 vot lw, [外 voi Lo >1) 
nm "|| n 
1 1 了 
委 志 | 十 十 -一 (< 二 )。 
| rr) 他 
驴 
故 
工 1 1 
1 2 ， 1 一 ?5 
1 一 于 lo 二 or 2(1+ 二 oj ” 
Em ~ 4 
n 
-  。 _ 1、 o_o 
s(1+ 过 可 4 16 32 
1 
0. 
-35 >0 


故 (5.17) 不 成 立 ， 矛 盾 ! ( 因 mw,， y, Espan(wo, v2)). 口 
定理 5.2.49 阁下 是 实 Banach 空间 , 则 zoES( 工 ) 是 范 
数 的 Fréchet 可 微 点 的 充分 条 件 是 


2 十 人 
1-| 2 | 
lim SWp -0 
0 wvEA(E)ND (ror) Ju—ol 


成 立 . 
证 明 ， 由 定理 5.2.14 知 ， 范 数 在 zo 点 是 Fréchet 可 微 的 
等 价 于 ze 是 强 光滑 点 , 故 只 须 证 明 如 下 条 件 成 立 : 
车 {fn} CS(T£"), 户 (zo) 一 | 则 必 存 在 fES(X"), 使 
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|f,—f1->0. 
由 定理 5.2.48 知道 , zo 点 存在 唯一 的 支撑 泛 函 fj， 若 上 述 
条 件 不 成 立 , 则 存在 8, 0<s< 了 二 及 {fh}CS(X”), 使 (mo) > 


1- 广 ,但 ff|>>s>0. 
令 已 -+ Re 放 让 在 ac ll 介 
Fo(m) -0 且 当 m> 仔 时 ,有 
1>0, = f(%, )>#>0. 
事实 上 , 否则 由 引 理 3.1.6 知 ,或 者 | 人 一 拓 < 秆 ,或 者 
| 去 到 1 |<# 

这 是 不 可 能 的 , 因为 

rr 


1 1 
moe 


A 
艺 盾 ! 故 当 n> 时 , 令 


1 
To Ln DT Tn 
Yn 一 


| 


wo 
ua 


我 们 有 yl 一 |z,l 一 十 ， 且 


| 1 1 \、，1 
| e+ 元 和 >f(z0t 二 mm) =1+ 寺 wu 了 
1 1 1 1 
[sis, > 有 (m0 一 二 9)>1 一 -三 十 二 fe) 
之 1 十 7 @,>1, 
8n 


[ml <2, [somol < yl < 
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[pr ee 


2 E73 
| 2 一 Zn | 人 4 
n 


这 与 定理 的 条 件 予 盾 ! 口 


8 3 赋 等 价 范 数 改进 凸 性 、 
光滑 性 及 范 数 可 微 性 


大 家 知道 ， 一 切 有 限 维 Banach 空间 都 是 线性 同 胚 的 (实际 

上 , 都 线性 同 胚 于 欧 氏 空间 )， 如 果 某 个 性 质 P, 它 在 线性 同 胚 
下 是 不 变 的 ,那么 我 们 可 以 通过 对 Banach 空间 了 赋 以 等 价 范 
数 ,使 了 在 新 范 数 下 具有 较 好 的 性 质 , 并且 如 果 原 来 空间 及 具 
性 质 PP 在 新 范 数 下 工 仍然 具有 了 .这 就 为 菜 些 问题 的 解决 创 
造 良 好 条 件 ， 这 方面 最 早 的 结果 是 1936 年 J. Olarkson 证 明 任 
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何 可 分 的 Banach 空间 可 以 赋 等 价 范 数 成 为 严格 凸 空间 ，《 注 ; 
出 于 任何 可 分 Banach 空间 都 可 等 距 诬 入 到 O[0, 1] 中 ， 所 以， 
若 解决 O[0, 如 可 再 赋 等 价 范 数 使 之 成 为 严格 本 空间 就 可 以 了 。 
但 在 下 面 证 明 中 ， 将 拖 开 这 种 具体 在 O[0, 1] 上 战 等 价 范 方法 ， 
而 对 一 般 可 分 Banach 空间 用 简单 方法 证 明之 )， 容 易 证 明 在 
严格 凸 空间 中 , 每 个 w 紧 凸 集 有 唯一 的 范 数 最 小 元 , 这 样 ， 可 分 
Banach 空间 在 赋 以 新 的 等 价 的 严格 西 范 数 后 , 对 这 个 新 范 数 来 
讲 ， 每 个 w 紧 凸 集 也 就 有 唯一 的 范 数 最 小 元 ， 在 许多 情况 下 ， 
这 是 很 有 用 的 . 

为 了 方便 起 见 , 若 荆 可 以 再 赋 范 成 为 严格 凸 空间 , 就 记 作 
多 sc, 等 等 ， 

本 节 将 叙述 一 般 再 赋 范 方法 ， 及 多 许 再 赋 范 具有 某 种 凸 性 
的 一 些 充 要 条 件 , 也 叙述 某 些 具体 空间 , 例如 , co(Z) 的 再 赋 范 结 
果 ， 以 及 某 些 特殊 空间 (例如 可 分 空间 、 自 反 空间 ) 的 再 赋 范 结 
果 ，( 由 于 篇 由 有 限 , 将 省 略 某 些 证 明 仅 列表 说 明 , 请 读者 查阅 
所 列 的 有 关 文 献 ). 

定理 .38.1 若 及 是 Banach 空间 , 则 六 二 se 当 且 仅 当 存 
在 严格 凸 Banach 空间 了 及 T; 于 -> 了 的 1-1 线性 连续 算 子 . 

证 明 ，“->> 令 全 为 恒 等 算 子 了 就 可 以 了 . 

‘ee" 令 ol = (lol 二 JPzel9ya(1<p< co)， 则 

zj 二 lol< G+17)) ol. 
若 存在 2,y 使 1~ol byl 一 | 3 和 上风 
2=lotyl= Cotylr tlTot Tyl?) 
<[Oolt ly) + |Ts+ Ty 
<[ICoj + hy)? + To)+ | Ty 
<(ioj?t Pol?) et (Tal Ty 
=2, 
玖 Ts+Ty| =JTzl+|Tyl, lz+y|= |zl+lyl, 
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显然 ,出 于 了 是 1 一 1 的 , 故 上 Tx| 闫 0, 74 和 关 0， 因 此 


| TI [#1 
To+Ty _ Tal| Ty JTw! Ty 


I7%+Ty| eT [Ts+ Toyh Eh 
从 而 译 |+ TS | P| 1. (事实 上 ， 老 站 + 声 Tyl tr|< 


她 雇 17%4 i 
了 Tt , 则 


Tw+ 人 并 
1-| Ter | 
-| 天 开 和 (人 ( 寺 亿 全 Ty 
[T+Ty!\2 7 2 1 了 2 
+ [Ty — i7%l, -| 
[Ts+Ty| TF 
aTol (1 Te 1 Ty | 
“Tie+79 3 Twl T3 Tz 
+ Tyl—l7zl. -| [| 


1Zz 二 2y| 


Vd lol 矛盾 ! ) 


“Tie+To WetTol 
由 于 了 是 严格 凸 的 , 故 72[ 一 仔 杀 ， 又 因为 了 是 并 


_j7z| 


1zo| ，_ za| 
-lr MT oT 


所 以 ,| Pol =j7y|, 因 此 ,wz 一 y， 所 以 (XZ, 有 有) 是 严格 同 的 . 口 

推论 5.3.2 若 于 是 可 分 Banach 空间 , 则 碟 二 se. 

证 明 ， 由 于 蕊 是 可 分 的 ， 则 在 I( 开 9 中 存在 w' 禾 序列 
{pnjxei. 

定义 T, 于 >, To 一 (2 5gu(o))、 显 然 ， 卫 是 线性 的 ， 且 
iTwl<|zl, 故 是 连续 线性 算 子 ， 
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又 若 Tz= 了 9%， 则 由 {o 是 w” 称 的 知 ，z= 包 从 而 了 是 
i 一 1 的 . 由 于 祖 是 一 致 凸 的， 更 是 严格 凸 的， 根据 定理 5.3. 
即 得 所 要 结论 ， 口 

推论 5.8.3 1 一 sc. 

证 明 ; 令 7T.1.>1s, To (2 Yo,), 其 中 w= (w)， 即 得 所 要 
结论 ， 口 

注 1，M.M. Day 证 明 1,(wo) 三 4 不 线性 同 胚 于 光滑 空间 ， 
J. Dindenstrauss 利用 M. M. Day 的 方法 证 明 纪 不 线性 同 胚 
于 Ww 局 部 一 致 站 空间 ( 见 参考 书 [1]120 一 123). 

注 2， 定 理 5.3.1 证 明 中 ,用 一 个 有 界线 性 算 子 了 : 中- 了， 
得 到 了 上 新 范 数 Bo 一 《wj? 寺 上 Tw1?)Y?,1<p 达 十 00, 将 了 的 
某 种 同性 传递 给 (了 ,有 ' 肌 , 这 就 是 常用 的 称 为 Clarkson--Day- 
Klee 方法 . 

注 3，V.Zizjer 证 明 , 当 且 仅 当 并 <2D<< 十 oo 时 可 用 上 述 方 
法 将 了 的 UCQED 性 传递 给 于 ( 见 M. M. Pay & R. OG, James 
& 3. Swaminathan, Conad. J. Math vol 23 no. 6 (1971) 1051 
—1059). 

注 和 4 MM. A. Bmith 指出 ,由 上 述 方 法 决定 的 新 范 数 利 澳 也 
具有 4 中 | 原来 所 具有 的 凸 性 这样 ,应 用 上 述 方法 ,适当 地 选取 
了 ,使 它 具 有 某 种 凹 性 P, 所 得 到 的 新 范 数 外 外 既 保 持原 来 空间 
( 互 ， 上 四 要 的 凸 性 又 增加 了 新 的 凸 性 已 ( 见 M. A. Smith, Anm. 
Math. 23 (1978) 155—161). 

注 5， 由 上 述 方 法 不 能 从 了 的 光 涓 性 得 到 于 在 新 范 数 下 
的 光滑 性 ， 例 , Day 证 明 1. 不 线性 同 胚 于 光滑 空间 . 但 显然 推 
论 5.3.3 中 的 全 ，1 一 号 是 1 一 1 线性 算 子 ， 面 ja 是 一 致 光 清 
的 . 

定理 5.3.4 车 卫 是 Banach 空间 , 令 引 凡是 子 *" 中 等 价 
范 数 , 则 下 列 等 价 : 

《I) 凡是 共 思 范 数 . 
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(feilels 匡 是 (Z 世 ) 闭 的 . 
\3) 下 及 是 一 >[0， 十 co)w" 下 半 连 续 的 ， 
证 明 “也 全 (2) 见 引 理 4.2.2. 
(D>(8) 由 于 和 及 是 共 辆 范 数 ， 则 存在 (ZX, 上 |) 上 等 从 
范 数 外 使 
le 中- sople"(e) |, 


且 ( 邓 ,上 四 "(及 , -|D*， 因 此 ,车 台 < 加 则 洛 


i > 口 

(3) 全 (3) 著 夏 二 >oo 上 且 和 oil*<1, 则 由 条 件 (3) 

和 天 <HaalesP< 

故 fos <1} 是 cc( 工 5 三 ) 闭 的 ， 口 

注 ， 由 这 个 定理 知 , 若 下 "具有 一 个 等 价 范 数 由 人， 使 下" 
由 用) 具有 某 种 出 性 ,例如 局 部 一 致 目 ， 又 假如 知道 用 -用 是 一 个 
共 罗 范 数 ， 则 根据 定理 5.2.18 知 , 下 可 再 赋 范 具有 某 种 光滑 性 
(这 时 相应 的 有 用 是 了 可 微 的 )， 且 ("用 及 ) 具有 所 说 的 加 
性 ， 下 面 , 我们 看 到 ,通常 就 是 以 这 种 方式 得 到 下 可 以 再 赋 范 
具有 某 种 光滑 性 的 ， 

定理 5.8.5 洪 于 是 可 分 的 Banach 空间 ， 则 了 之 gsm( 光 
滑 空间 ). 

证 明 ， 因 为 卫 是 可 分 的 ， 故 存在 S( 斑 ) 中 稠 集 {2.}>1. 

令 T. ">b, Tw* = (2 tw*(g,)). 

容易 看 到 ，T 是 了 "到 芒 的 11 连续 线性 算 子 ， 由 定理 
5.3.1 的 证 明知 ,lz 类 = [zj 十 je*| 是 (了 *, |- 上) 的 一 个 等 价 
严格 凸 范 数 ， 

下 面 证 明 lw" 四 是 一 个 共 狐 范 数 ,从 而 知 并 sm。 

事实 上 ,车 {2} CUCX*, 有 四), 民 一 >w*， 则 {Tw2) 是 范 
数 有 界 的 ， 且 {To)} 按 坐标 收 伊 ， 由 于 五 中 储 标 收敛 等 价 于 
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收敛 , 故 了 it 一 To*， 因此 ,jeoj<Himl7z3 所以， 
1>lim lab”=lim(|el + i7sl) 
>lim| | +lim|Te] 
>|z"|+ IT | =le"h’, 
这 表明 U(XZ*, 上 上) 是 w 闲 的 ， 由 定理 5.3.4 知 ,由 是 共 思 
范 数 . 口 
大 家 知道 ，-- 般 地 说 ， 若 ( 互 ，|'|:) 是 严格 凸 的， 又 (了 ， 
114) 是 光滑 的 ， 并 不 知道 存在 一 个 新 的 等 价 范 数 上 -使 (下, 
外- 既是 严格 西 的 又 是 光滑 的 ， 下 面 介绍 一 种 方法 , 在 一 定 条 
件 下 , 可 找到 这 种 新 的 等 价 范 数 . 
定理 5.3.6 车 (并 ,| .用 是 光滑 空间 , 了 是 光滑 且 严 格 凸 
的 空间 。 又 若 存在 2: 了 ->Y 是 1 一 1 线性 有 界 算 子 , 则 存在 瑟 
上 新 的 等 价 范 数 修业 使 ( 工 , 修 从 愤 是 光滑 的 又 是 严格 凸 的 (我 
们 有 时 也 记 作 二 som). 
证 明 ， 令 lzl= ilzi 二 1Zzl, 风 
Jzl<liztl< d+17D iz!l, veE TX. 
由 定理 5.3.1 知 , ( 开 ,， 儿 机 是 严格 凸 的 .又 
im le wl — lzl jim let wl El 


下 0 2-0 


二 Him pop 一 2Zzj 
入 下 


由 于 (对 ,上 站 及 (CY, 上: 是 光滑 的 ， 帮 上 述 极限 存在 ， 因 此 
(外科 也 是 光滑 的 ， 口 

推论 5.3.2? 若 邓 是 可 分 的 , 则 车 sem. 

证 明 ， 由 定理 5.3.5 知 ， 当 于 是 可 分 时 ， 存 在 等 价 范 数 
由 ,使 (于 ,由 是 光滑 的 由 推论 5.3.2 知 ,存在 T, 了 一刀 的 
1 一 1 线性 有 界 算 子 ， 另 一 方面 ,我 们 知道 是 既 光滑 又 严格 凸 
的 (实际 上 天 是 一 致 凸 且 一 致 光滑 的 )， 故 存在 并 上 等 价 范 数 
jj, 使 ( 肚 , 1") 是 光滑 且 严 格 凸 的 ， 口 
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下 面 我 们 讨论 一 个 重要 的 再 赋 范 结果 , 即 co( 三 ) 守 LUOG, 
设 荆 是 一 个 非 空 集 . 
colT) = {2— (27)); vt: TBR, 对 任何 se>>0， 
{7; |z(7) | 之 8} 是 有 限 集 }， 
|z] =suplz(r)|, Yo€ co(D). 


容易 看 到 , co( 本 ) 是 一 个 Banach 空间 . 
对 任何 wEco(T), 令 有 (2) ={7;7ET, vw(7) 天 0}, 加 (w) 称 
为 2 的 支撑 集 ， 显 然 , 召 (z) 是 可 数 集 ， 故 不 妨 设 
E(w)= {0, 09, **, Oe, p41, **}. 
并 且 , 不 妨 设 |z(ox) | 之 [zoryi)|. 
定义 映像 
D: oo DISET) = {om TR, (D127) 1) < +o0), 


De - 公 rm€ B(%) 
0 当 7r FB(%). 
令 p(%) 一 1Dzwli, 称 p(w) 为 col 了) 的 Day 范 数 ， 
首先 证 明 , p(w) 是 co(Z 上 的 一 个 等 价 范 数 ， 
引 理 5.3.8 若 s1 之 ss 之 … 之 0, 且 刀 之 如 >… 之 0, 且 B 是 正 
整数 的 任何 置换 。 则 当下 列 级 数 收 全 时 ,有 如 下 关系 式 . 


oo oo oo k Kk 
(1) 2) sxti— 之 Spt eck) 一 > (sD (2 8 一 它 ta). 


El 
(2) > Spty > pa Spt Bc). (5.18) 


则 
之 Spty — pa Sp BK) 之 (Sm — Sm+1) (tm ~ tn+1), (5 。 19) 


证 明 : (了 
“ 281 ， 


oo 大 入 
> (Sp— Sp+1) (> 丰 一 Dt) 
k=1 fx t=1 


oo oo Ld 
= >) (s >， 4) -> (su 了 4) 
k=1 fo1 5 人 了 
x co x 
一 >) (s > ta) 十 > (ses 2 tacw) 
全 1 pe A=1 f=1 
rl 
-= > (% 3 4) 一 S, (sx > #) 
1 -2 t=1 
~ Kk oo 万 一 工 
一 > (s Sto) 十 2) (s >) to) 
k=1 全 I f=2 i=1 


一 5 而 十 sy (> | t) 


t= 


~ k 1 
一 site 一 全 sy 守 te 一 2 too 
-2 t=1 f=1 
— 2 sth ~ BD sitoow. 
x Le 
(2) 因 $4 一 sp_1 汪 0, 了 >) #— tocw>0. 由 (了 ,得 到 


> sup> TD svtaow, 口 
(83) 车 作为 集合 ，{B 0)} 吕 关 媒 ， ,mm}， 这 说 明 B 不 是 
{1,…, mm} 到 自身 的 置换 。 故 存在 i，1<io<m， 使 8(io) > 
m, 从 而 号 丰 之 > tow, 又 im+i 之 tecw, 所 以 ， 


4¥ 记 


nm--l ad 
之 在 十 tm 二 imi1> 安 ta 十 tm 十 tad0)s 


评 训 
即 > bit tm > to 十 如， 
从 而 
> ~ > tod tm tbmti, (5.20) 
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oo om 1 培 La La 
分 St 加 一 >) Spteck) OD > CD 4— Stow) 
k= k=1 k=1 Pe t=1 

十 (sn 一 Sn41) 人 (页 一 to) 


oo [ni ke 
十 2 (5%— Sti) > 在 一 Yoo| 
大王 久 十 1 t=1 ¢=1 


由 (5.20) 1 
这 (8m— sn 之 (起 一 td) 
由 (5.20) 


> (Sm — Sm+1) (加 一 tnt+1). 口 

引 理 6.3.9 2(2) 是 oo(7) 的 一 个 等 价 范 数 . 

证 明 ， 先 证 明 2(o) 是 一 个 范 数 . 

显然 ,p(o) 30, 又 D(o) 一 03D(z) 一 0 人 0 一 0. 

对 任何 和 1pG2)1=1DGOo)h,= |XD(o) ,= 1s1:1D() hl, - 
一 | 和 |P(o). 

设 2 y Eco(T), 令 EB(z)= {ow}, B(Y) = {Br}, Blv+Y) = 
{rx}. 


因 22(o) 一 马 4-*|z(on) | 又 由 于 对 {ow} 的 任 一 置换 B, 根据 
引 理 5.3.8(1), 有 

Po) -lr [> De(B (oO) |. 
但 是 对 工 中 任 一 序列 {3s, 车 茶 个 Su 和 E 恕 (z), 则 o(8%) 0, 故 
更 应 有 


(D> lo(00 时 (5.21) 
这 样 ， 
pei) = (Barsty) (ml) 


Srla(r)l) + (Bly) 
引 arla(o) ls:) + (Bye ) 
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故 p(o) 是 ooCZ) 的 一 个 范 数 ， 
又 


zj VO | Sn | 2{aw) | V3 
2 - 学 <p() ~( 汪 | 关 |) 


<lzGo1 (Be) 
-~ 六 lol 
故 p(z) 是 co) 上 的 一 个 等 价 范 数 ， 口 
定理 5.8.10 (co《 丰 ), p(w)) 是 局 部 一 致 是 的 . 
证 明 ， 由 于 革 是 局 部 一 致 吓 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 %EX， 
当 ztzl 一 2jz1, [ol 一 zl 时 ,有 1z 一 2.j->0( 清 读者 补 证 ). 
下 面 将 利用 这 个 充 要 条 件 来 证 明 . 
我 们 设 pCz2 十 ww)->2p(%)， 且 plwr,) 一 p(n) 《不妨 设 z 天 0)， 
下 面 将 证 明 p(%, 一 2)->0. 
令 B(w)={ax}, EB(%,) — {ok}, E(wt+%,)= {BR}. 
令 一 2p3(4) 十 20 (ou 一 Pp*(% 十 zn,), 则 


@,— 习 全 [21z(oo) [2 eno) | — | (vt) (BD) 四 


(5.22) 
由 引 理 5.3.8(1) op 
CA 
— (2 (BE) + wl BE))” (5.23) 
- 3 4-t[w (BE) ~ ws( Bi)J?>0. 
由 假设 p? (2,) 一 (2), Pp? (2 十 4,) 一 4p*(w)， 故 
Q, = 2p? (2) + 2p” (gn) 一 天 (ce 十 2 一 0. 
从 而 ,对 每 个 
lim(w(B?) —zn(B2)) =0. (5.24) 


车 p(w。 一 2)->0， 则 存在 >0 和 {ww} 的 一 个 子 序列 ( 仍 记 
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作 fo 了 ) ,使 jz 一 oom>s，Ym 
因 z 关 0, 故 可 选 正 整 数 及 它 是 满足 lz(ao) | > 的 最 大 
整数 (否则 将 s 作 适 当 调整 即 可 )， 所 以 有 
Is(ent)|< 高 <ls(en1. 
3-24 sm) (laden) [= [elas (>0), 
(5.22) 减 去 (5.28) 有 ， 
Q,> Dr lo) 21o(B) 1 
+2|o C08) | —2|en (BD) 1’) 
>D ro(m) | -22(80) |) >0. 
因为 @.->0, 故 存在 信使 得 当 %>W' 时 ,有 
六 全 2(lz(o | |e(BDI)<8, (6.25) 
我 们 有 对 一 切 %> 入 {ow} 一 {B82}: (作为 集合 相等 ). 
(事实 上 , 若 对 某 个 m> for 外 :1 时 且 :( 集 合 不 相等 )， 则 
8> B42( oom) 1? 一 1z088) | 


之 "21v(ow) | 2 一 字 4™*.2|w%(agcn) |” 


由 引 理 5.3.8(3) 
2(42? 一 和 tnD(oa(op) 一 中 (ops)) 一 3 矛盾 ! 

其 中 BC 四) 天 示 证 2,…} 的 一 个 子 集 , 它 由 {B8: 属于 {ox} 

的 元 的 顺序 决定 ( 例 Br 一 os, 则 B(1) =3, 车 B?* 持 {ow}, 则 B(1) 

一 0), 由 于 {ew} 天 {B}&1， 故 全 ,2,，…，R}*{B(1),…， 

B(B)}. ) 

由 于 {ez …, az} 仅 有 BRB! 种 不 同 排 列 . 因此 ， 有 无 限 
多 个 % 使 {183，…，p}={o，…，o 时 (作为 集合 相等 )， 且 
=ow, 上 =1，…，, R. 用 (N+1, 入 十 2，…) 表示 大 于 入 ' 的 子 
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列 ,对 它 有 B==o%, £=1,…, BR(n=N+1, N+2, .…). 

由 (5.24) 式 有 , lim v, (ox) =Z(o%), 上 一 4,"…， (其 中 %€ 
{十 1 入 二 2,…})， 从 而 存在 六 1 (浪人 ,使 得 当 n> 上 = 
1, 2,.…, R(NE{N+1, N+2,…}), 有 

[wo — wi(on) | < e824-R4, |w, (0) —w (0) | <s. 
总 之 ,对 任何 se>0, 有 Ni(>N), 当 nE{NT+1, N+2,.…} 
且 2>Wa 时 ,有 
| (2 一 2 (oe)|<e 当 aEfo …, ap} 时 
3(0) — oo) < e424 当 wE{fo ap 时 
Pm,) — p82) < e847R-4 
(5.26) 
对 每 个 选 7, ET, 使 
| 一 加) 和 | 一 一 ce. 

显然 ， 当 n> NWN, n€E{N+L, N+2, … 和 小 时， Tn $ {a “0 
oj 从 而 ar 一 总- 

下 面 将 证 明 , 当 n> 入 时, |%《7,)| 天 s/4 从 而 

1@ 一 mo) (ro) | < lolr) lt ler) < 高 十 二 <e， 
这 与 yn 的 选取 饿 盾 ! 这 这 表明 p(n — 0) -0. 


为 了 方便 起 见 下面 讨 论 中 出 现 的 % 均 在 {N 十 1, NN 十 2,…} 


中 , 而 不 再 特别 指出 了 . 
用 以 fo om 7。} 为 前 BR 十 1 项 的 一 个 序列 代替 吾 (o)， 
则 由 引 理 5.3.9 证 明 中 (5.21) 式 知 ， 


> 2 ST pl). (5.27) 


Ps 了 R+I 
另 一 方面 ， >) 4-*< (3.48)- 故 
攻 = 在 十 1 
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? S12 Cow) 他 人 0 + = 1 
2 (2) = 这 < > + 去 (&) 
-2 人 Cow) (地 sy) (3.42) 1， (5.28) 
故 当 ?>>Wi 时 
由 (5.27) a 
和 < p(n) — p(w) + (2) — pe a( 和 
由 a a 
< po 一斑 aa 
82 
OD 
田 (5.26) 83 2 


nr 1 
< A A pa 二 电 -到 十 3 。 42 二 公 
83 
< 
从 而 , 当 2>Wai 时 ,zy 过 e943, 因此 ， 
loro)1 < 村: 口 


推论 5.3.11 若 子 是 Banach 空间 , 且 存 在 7T. 习 一 >oo( 人 六) 
1 一 1 连续 线性 算 子 , 则 开 二 se， 

注 ， 已 经 能 够 证 明 co《7) 可 以 再 赋 范 ， 使 它 在 新 范 数 下 是 
LUO 的 且 是 了 可 微 的 ， 此 外 ， 在 新 范 数 下 相应 的 共 郊 空间 是 
LUGQ，( 见 参考 书 [2] p. 161, 证 明 主 要 利用 ,oo(Z)* 佐 有 (六 ), 因 
为 Asplund 证 明王 (全 ) 二 LUO, 再 利用 下 面 讲 到 的 Asplund 平 
均值 技巧 , 即 得 所 要 的 新 范 数 ). 

推论 5.3.1% 若 革 是 自 反 的 Banach 空间 , 则 了 作 wLUO 

证 明 ， 首 先 指出 Lindenstrauss( Bull, 4. M. 8S. 72 (1966) 
967 一 970) 证 明 ， 若 互 是 自 反 的 Banach 空间 ， 则 存在 7. 了 一 
co( 卫 )1 一 1 连续 线性 算 子 ,对 某 个 指标 集 . 

令 p(:) 是 col 了) 的 Day 范 数 . 

定义 N= z+(72))， YsEZ， 则 
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lol <tal<(1+ dE) al. 


故 有 有 是 节 上 一 个 等 价 范 数 . 
设 zl 一 1=jzll, 且 上 z 十 zoll->2. 只 须 证 明 
ony 
即 可 . (注意 ， 这 是 wLUO 的 一 个 等 价 定义 ， 读 者 容易 自行 验 
证 )， 
容易 看 到 p(T4) 一 p(T2), 且 PCTs 十 Ton) 一 2p(Tw).，( 事 
实 上 , 令 加 = 人 二 jz 一 jos 十 zj 
n= (PETE,) + PTD)) — (pTwnt Do) )’ 
On 一 (lw, — Ea 
d= (DC 一 Do) 
显然 , co，0，c 性 0, 且 
Qnt+ bt ert od, =2( zl)? + vl +p CTs,) + pT)) 
一 (me 一 (Po 十 720)) >0， 
故 六 一 0，0 一 0，) 
由 于 wp(-) 是 LUG 的 范 数 , 故 
DTz, 一 2o) 一 0. 
下 面 将 证 明 {wn}e1 有 了 唯一 Ww 闭 包 点 ,根据 空间 是 自 反 的 ， 就 知 


2 ->a， 从 而 瑟瑟 wLUG. 
事实 上 , 任 取 子 列 {ww}, 由 于 肚 是 自 反 的 , 故 存在 {vw} 的 
子 列 ( 仍 记 作 {zw}), 使 一 >y, 对 某 个 yE 开 ,从 而 Zou 一 > 


Ty, 另 一 方面 ,由 于 
p(T, — TH)—>0, 


故 知 Tww 上 STw, 从 而 Tom->Tw， 因 此 Tw 一 Ty, 由 于 人 T 是 


1 一 1 的 , 故 z 一 y， 这 表明 一 >w. 口 
注 : 已 经 能 够 证 明 , 若 卫 是 自 反 空间 , 则 乳 可 以 再 赋 等 价 
范 数 中 使 (民用 .有 是 LUO, 县 百 可 微 , 此外，( 互 5。 二, 让 是 
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LUO 且 下 可 微 的 ( 见 参考 书 [1]p. 186). 

下 面 青 介绍 一 种 再 赋 范 的 有 效 方 法 一 一 Asplund 平均 技 
巧 。 首先 引入 凸 函 数 概念 及 一 些 简 单 性 质 . 

定义 6.3.1 线性 空间 对 上 定义 的 函数 f(%) 称 为 凸 函 数 ， 
如 果 对 任 zw YE 昼 , 及 0<a<1, 有 

flaz+ (1—o)y) <af(s) + (1~—o) f(y). 

如 果 当 0<a<1 时 严格 不 等 号 成 立 ， 则 称 f(x) 为 严格 凸 函数 ， 
《 注 : 本 节 只 讨论 取 值 于 (一 cc， 十 co) 中 的 函数 ). 

定义 5.3.2 线性 空间 筷 上 定义 的 函数 .fo) 称 为 二 次 齐 
次 函数 , 如 果 f(tz)=#f(z), vw€ XX, 1ER!. 

定义 5.3.3 设 且 是 Banach 空间 ,f, 9g 是 对 上 两 个 凸 函 
数 , 若 存 在 w，B>0, 使 得 

xf<oy 和 sp/ 

则 称 人 9 是 等 价 的 . 

性 质 5.3.13 车 f(w) 是 全 上 的 二 次 齐 次 凸 函数 ， 则 对 一 
twEX, f(z)>0, Bf(0) =0. 

证 明 ， #00) = 了 (#*0) = 如 (0)， 故 (1 一 雹 (0)=0， 从 而 

f(0) =0, 


4f(w) 一 J(22) 一 /( 计 s+ 可 32)< 寺 f(2)+ 计 (85) 


-于 fo) + 忆 f(2) =—5f(%), 


故 f(z) 之 0, 口 
下 面 介 绍 由 两 个 等 价 的 二 次 齐 次 凸 聘 数 通 过 归纳 程序 构造 
两 串 等 价 的 二 次 齐 次 凸 函数 的 方法 . 
令 fo、 go 是 两 个 二 次 齐 次 凸 函数 , 且 对 某 个 ce>0， 
go fo (1+0) go. 


令 户 一 如 寺 ga ( 算 术 平均 函数 )， 
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令 A (%) 圭 有 Dgo (%) =inf {+ yE | 


(下 确 界 卷 积 平均 函数 ) 

性 质 5.3.14 由 算术 平均 法 及 下 确 界 卷 积 平均 法 ， 从 两 个 
等 价 二 次 齐 次 凸 通 数 产生 的 两 种 平均 函数 户 , g1 也 是 等 价 的 一 
次 齐 次 凸 函数 , 且 

go ffo, gu<fi<(1+§)g. 
证 明 ; 
fi(aw+ By) = Late-t By) Too 


,fo\wo) + gol%) joy) 十 go(O) 
-一 3 +B WY 5 


=—afi(%) +Bfi(y), 
其 中 必 , 8 之 0, a 十 B=1， 故 广 是 凸 函数 .又 
filtm) — /12) goin) 


一 友 ja 人 2) 二 to) 一 af (2), 


故 户 为 二 次 齐 次 凸 函 数 . 且 
fi (2) 一 jao) 十 goto 二) <fs) tf fe =folw), 


当 &, B>0, a 十 B=1 时 ， 
gilaw + By) ~int {foe2+ By+2) goont By—e), :EX| 


=inf (Jo(e2 + Py + oert es, 十 go(ozr 十 By 一 az 一 Bza) 
9 9 


21， “EX| 


<ainf (Le, 2C x) 
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十 6inf 人 ra 二 at 一切 :Ex 


一 agi(2) +Bgi(y). 
故 gi 是 凸 函数 , 且 经 0， 
1 十 go( 弛 一 乡 ， yc 对 


[ee y cz| 


2 


gi(ts) =inf 


一 im 


一 如 Ji(o) 。 
故 gi 是 二 次 齐 次 凸 函 数 . 且 
gi(w) =inf {人 | vex| 


< 总 co) 村) 一 户 (o)， 
gi(%) =inf [e+ yE€ x| 


>inf [2 +m;, vex 


>inf {go (二 s+ 评 1 y+ 立 5 二 ); veX! 


=go(%). 
同时 ,还 有 
fi(w) = flo) le) < C0)gole) 二 go 人 a) 


<(1+23 全 ms 全 oe 名 
由 性 质 5.3.14 知 , 对 每 个 %, 令 
4 一 上 者 生 ， go 一 户口 g， 
则 { 记 1， {o 近 :为 两 列 二 次 齐 次 凸 函数 ， 且 满足 


EI 人 far 
和 gn< fn (1+27"6)g.. 
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由 于 0< 记 -<2-egn<2-majfo 故 对 每 个 oE 达 ， 
lim f,(%) ~ lim g,(%). 


记 这 个 极限 为 h(%)， 
性 质 5.3.15 如 上 定义 的 (sw) 是 二 次 齐 次 凸 函数 , 且 


-部 h<g <h<f<(1+2 "oe)h, 
证 明 ; 显然 ,h(z) 是 二 次 齐 次 凸 函 数 ,由 于 
gn 9 fi fh, 
故 gr 和 < 
又 矿 和 (十 2-o)g, 故 


_h 
本 SS 
即 f.<h(l+2 "0), 
是 < 二 (+270)g,, 故 


h 
To 9 口 


下 面 引 理 将 表明 上 述 等 价 式 中 系数 可 进一步 缩小 . 
引 理 5.3.16 对 一 切 n 之 0, gs 所 所 <<(I 十 4-"0)gs, 从 而 
hf lt+4 "0)h. 

证 明 ， 用 归纳 法 证 明 ， 当 m=0 时 ,显然 成 立 , 
假设 n= 上 成 立 . 即 gfn<(1+4 6) gr. 


So-1+- 和 2, 出 
fn d+) gg 
0， YE TX, 


TT 一 3 fon (Fe ») 


i 1 
可 k+l i+e 
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_ 了 二 4 avtay , ow—Y) 
3 fora( 1+¢g + 1+o ,) 
工 十 Cg 

了 “(Fa frrilar tay) 
+ 7 fre—Y)) 

-地 (去 frri(ar+ ay) 


+ 过 frulo—Y)) 


< 


SAC AC 


故 -一 一 az) 和 gsi(C2)， 即 


Ti 
jia(o) SHE eno) ~ (1+4 m0) gurls). OO 

下 面 我 们 看 到 ， 还 可 由 fo 或 go 的 严格 西 性 得 出 六 的 严格 
同性 . 

定理 5.3.17 车 如 、g 之 一 是 严格 凸 函 数 , 则 如 也 是 严格 
凸 函数 . 

证 明 ， 不 妨 设 fo 为 严格 凸 的 ， (否则 由 go<h<(1+0)go 
(1+o)fo, 令 9 =(1+e)go, 则 yg 仍 为 严格 凸 的 , 且 

fo<y<(1+o) fo. 

对 yg 作 同 样 讨 论 即 可 ，) 
万 = -人 二 多 , 令 加 一 二 9 go, 


| 1 1 
人 恬 +( 鱼 + 全 )) 令 hs- 子 Wt+ 豆 和 
f=27"fo+ (2 "got2 "tigt +2 gn 1), 
令 有 一 2-"go 二 2"tigy 十 … 十 271gn- 


* 293。 


由 于 go，…，g + 是 是 函数 ， 故 加 也 是 凸 函数 ， 由 引 带 

5.3.16 知 ， 
0<f—h<f— 4 "eg <4 "0. fo, 

从 而 

(2-"— 0.:4") foth,—2 "fot+hs—e"4 "fo 

=f—04 "foch<f.=2 "foth,, 

即 (9-0— 604) fot hhe2nfoth. 

车 %, YE 及 , zy, 则 


hw) —W(E) +hy) > 2" ed") folw) + hls) 


—2-"2fo (SFL)—2h, (2 之 ) 
十 Cn 一生 oj 人 十 和 人 
=2-° {Joo) -o2-7ji(o) —2f (2 ) +fol) 
-of | 上 + 和 GD 一 2 (2 区 二 和 人) 
>2" [flo) -02" (0) 2fo (SY) 
heh] 
-2 [fo(o) + f(y) -2fi( SY) 


627°( Jo(o) +Jo())]. 
选择 充分 大 nn, 使 
0:2-[ fo(s) + foly)] <folw) +foly) — -2 (2 2 


那 未 就 有 Co) 一 2U( 2 本人) 十 MK)>0， 


容易 看 到 , 这 表明 疡 是 严格 西 的 ， 口 
定义 5.8.4 设 了 是 Banach 空间 ， f 是 了 上 一 个 同 函 数 
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《多 许 取 值 在 (-- co, 二 ceo] 中 ,但 本 节 仅 讨论 取 值 在 (一 co, 十 oo) 
中 ) ,假设 存在 w*E 节 * 和 #E€ 尼 4, 使 
f(2) > (2) +t, VE TR, 
则 了 的 共 斩 函 数 广 定义 为 
广 (o) —sup{l%, oO 一 Fo)izE 工 }. 
注 : 此 时 . 广 可 能 取 无 穿 值 。 
性 质 5.3.18 若 Fo ， 则 三 > 扩 并 且 对 任何 o>0， 
(ef) (2) =of "(EE). 
证 明 ， 由 于 对 一 切 w€ 及 ,fl(w) <g(w), 故 
Cv, 07— fv) >t, 2 — 98), VIER, ER,, 
从 而 
f° (9°) =—sup{K%, 2 >— fr); v ER} 
>sup{<%, 2 >— 9(%); 2 EF} = (0), 
对 于 e>0, 我 们 有 
(ef )’(w’) =sup{l%, 2°>—0f(%2); rE XR} 
一 0"S0p {e SE) -fo);v€ x} 


=of" (2). 
性 质 5.3.19 若是 二 次 齐 次 凸 通 数 ， 则 广 也 是 二 次 齐 
次 凸 函 数 ， 并 且 对 c>>0, (ef)*=of", 
证 明 ， 当 &, 6 之 0, a+B=1 时 ， 
大 (or 二 Bo =sup{o(%, 2 — £2))+B( LS, YY 
—f(2)); EX} 
<asup{l%, 2 — f(r); rE HR} 
+Bsup{ls, y?—f(2); 2E A} 
=af"(%") +Bf"(y)., 
故 广 是 凸 函 数 ， 
又 当 t€ 天: 时， 
ee295 。 


f° (tv) —sup{ls, tim)— flv); ER} 
一 妇 Sup 谷 2 2 一 f( 二 人 EE x| 
—tf"(w"), 
故 扩 是 二 次 齐 次 的 ， 因 此 由 性 质 5.3.18 知 , 当 6>0 时 ， 
(of) "(0") =0f (SE)=01f"(e"), 

即 (6f)*=e1f*. 口 
性 质 5.8.20 (JD9)"- 全 9, (LH)=f'Oy. 
证 明 ， 我 们 有 
—(fOD9)"(%) =int{f Dg(%)— &%, 2°>; vE TY 

-inf finf {£2 二 ,YE | 
一 《0 Ea 2EX| 

-inf {Ze ty 人 > 

9 一 功 一 人 一 纺 2 

十 5 了 

-inf| Je) -0 } 
tinf {2 < 

(Se 

故 (DO) "大寺 人 


共 轿 地 , 可 证 明 另 一 个 式 子 . 口 

有 了 以 上 准备 工作 之 后 ， 我 们 对 Banaoh 空间 的 范 数 进行 
讨论 

令 fo(w) = 译 [w 上 显然 有 是 一 个 二 次 齐 次 是 函数 . 
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性 质 5.3.21 如 上 定义 包车 上 是 万 的 共 板 函数 ,多 
Jo- Va. 
(我 们 称 万 为 由 上, 上 导出 的 。 上 式 说 明 万 是 由 相应 的 共 轮 范 
数 导出 的 、 即 户 Go) ~ 去 la" ) 
证 明 ， 若 必 关 0, 则 
iD -sp{eo ~ 时 Io 中 
| ee RN ja 
i 
故 wp (a - 四 


又 对 任何 0, 取 |z.i 一 1, 使 
2"(%s) = |z"| (1~— 8), 


令 久 = oz。 则 
(的 )-| 洛 | -二 2 


2 27 w 3 
sopra[}= 
从 而 ,由 (5.29) 式 知 ， 
je 一 译 [2 口 
Asplund 平均 值 方法 就 是 ; 车 有 是 从 范 数 -| 导出 的 ， 而 
go 又 是 从 另 一 等 价 范 数 征用 导出 ， 车 1" | 具有 某 种 凸 性 , 则 万 
也 就 相应 地 具有 这 种 凸 性 , 车 有 又 具有 另 一 种 凸 性, 则 多 又 
相应 地 具有 这 另 一 种 本 性 ， 从 而 由 五 与 如 的 共 范 关系 知道 , 相 
应 于 的 范 数 及 共 思 范 数 分 别 具 有 丙种 凸 性 , 这 样 卫 上 的 相应 
范 数 同时 具 某 种 光滑 性 和 某 种 凸 性 ， 
se。 297 。 


定理 5.3.2 若 开 是 Banaoh 空间 ,| 上: 是 一 个 等 价 的 严 
格 凸 范 数 ，| , | 是 另 一 个 等 价 范 数 ， 它 的 共 亏 范 数 是 严格 凸 的 ， 
则 在 下 上 存在 一 个 等 价 范 数 上 -1s, 使 ls 是 严格 同 的 , 且 它 的 
共 元 范 数 也 是 严格 凸 的 ， 于 是 1-1s 兼 有 1 与 1.1, 所 具有 的 
性 质 . 

证 明 ， 令 有 (2) -到 lo 用 go= 二 lz 用 

由 性 质 5.3.21, 有 

iD = 总 Jo 民 Wo) = 可 lz 他 
分 别 对 万.g 及 内 .外 作 两 种 平均 衣 数 ， 
户 = 守 (fotg9o), 1 = oD go; 


CF) ft, 9) fID, 


futi = 二 (ftge), OGn+1 一 记 口 9w 


(f= Ft, (go FD 9 


由 引 理 5.3.16 知 , 对 某 个 0c>>0, 一 切 w 


于 h<g, <h<f<I+4"h (5.90) 
又 根据 性 质 5.3.18 及 性 质 5.3.19 知 ， 

了 pf <HI<It4")R, (5.31) 
又 由 性 质 5.8.20, 有 
fi= (站 P= (ff) 
故 由 (5.31) 式 ， 


1 性 3 从 # 一 并 ~ 
Tg) bf) SL+4 "0, (5.32) 
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所 以 
je) 一 lm(y ne lim 大)oo sc。 
(5.883) 


令 jols 一 M3%C25, 由 定理 5.3.17 知 ,hb(z) 是 二 次 齐 次 严格 
凸 孙 数 , 再 由 (5.30) 式 , 容易 看 到 ,上 jj 是 一 个 等 价 的 严格 凸 范 
数 ， 由 性 质 5.3.21 及 (5.33) 式 知 有 省 的 共 堪 范 数 此-l 一 
M2322" 05") 一 M204) "vw") 也 是 严格 西 等 价 范 数 ， 故 由 省 即 所 求 
的 ， 口 

从 上 面 的 讨论 , 我 们 看 到 两 种 常用 的 再 赋 范 方法 ， 

(1) Clarkson~Klee-Day 方法 . 

(2) Asplund 平均 方法 . 

关于 一 些 具体 结果 我 们 列表 归纳 如 下 ， 


表 (D 


充 要 条 件 是 : 存在 严格 是 空 间 了 ， 及 T: | 定理 5.3.1 
防 > 了 1 一 1 连续 线性 算 子 。 
充 要 条 件 是 : 存在 URED 空间 了 ,及 了 : | 定理 5.3.1 的 注 
~> 了 1-~1 连续 线性 算 子 ， . 
充分 条 件 是 : 参考 书 [1 
(a)》 存 在 7: 全 >co(T), (对 某 个 人 1 一 1 
连续 线性 算 子 、 
(5B》 存 在 一 族 51€ B(X)={T; 7 一 
及 有 界线 性 算 子 }, 入 E 4, 使 
@ |s|=1, sxX 是 可 分 的 , VAE 4, 
@ 对 每 个 zE X,，(|sazx]) € co(). 
@ 若 z+0, 则 zEspan | (9)， 其 
中 4(2) 一 从 E44;5a2 大 站， 
充 要 条 件 : 和 是 超 自 反 的 。 定理 4.4.12 
充 要 条 件 :0 《ZX*, 用 -由 ) 是 Ww* 闭 的 。 定理 4.3.2 


XoURED 


ZLUCG 


XUC 


XX* 具 等 价 的 
共 轧 范 娄 由. 必 
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表 《II) 


马 可 再 赋 范 成 为 局 部 一 致 串 及 了 可 微 | 推论 5.3,12 及 参考 书 
空间 ， 且 相应 的 共 罗 空 间 也 是 局 部 一 致 三 [1Ip. 185 
的 及 下 可 微 的 。 
及 可 再 赋 范 为 局 部 一 致 凸 的 且 相 应 的 共 | 推论 5.3.3 定理 5.3.5 
力 空间 是 严格 凸 的 ， 推论 5.3.7 及 参考 书 [3] 
Ip. 160 


是 自 肥 的 


二 是 可 分 的 


芋 可 再 赋 范 为 局 部 一 致 凸 及 了 可 微 的 ，| 参考 书 [1]p. 185 
且 相 应 共 示 室 间 也 是 局 部 一 致 帮 及 光滑 ， 
且 相 应 的 二 次 共 罗 空 间 严 格 凸 。 


开 * 是 可 分 的 


表 (IID 
ee 
co 了 ), 对 任 | col 了 可 再 研 范 局 部 一 致 山 及 了 可 微 , 且 | 定理 5.3.10 及 参考 书 


何 卫 相应 共 罗 空间 为 民 部 一 致 凸 的 。 [2Jp. 161 


(1), 对 任 | Ni(1) 可 再 赋 范 URBD, 也 可 再 赋 范 | 参考 书 [3]p. 160 
何 卫 LUR. 


(wo) = 见 可 分 空间 。 


1 (ao) l=| llWo) se, WwWLUBR, Rsm. 推论 5.3.3 及 参考 书 
m [1]120—128 


| 参考 书 [1Ip. 123 


1 (六 ,了 不 


Bsc. 
可 数 
工 .(m), bk 是 Canad. J. Math.1971) 
0 有 限 测度 1051-—1059 


PP 
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第 六 章 ”向 量 测度 的 RNP 
的 几何 理论 。 


$ 1 向 量 测度 和 Bochner 积分 


作为 预备 知识 , 首先， 对 向 量 测度 和 Boehner 积分 作 一 个 
回顾 (建议 读者 阅读 Hille & Phillips « 泛 函 分 析 与 半 群 > (中 译 
本 ) 第 三 章 )， 

本 文中 ，(Q, 忆 /由 ) 将 表示 有 限 完 备 非 负 测度 空间 ， 马 是 
Banach 空间 . 

(一 ) 向 量 测 度 , 可 测 函 数 . 

定义 6.1.1 若 m， 3 一 也是 一 个 函数 , m 称 为 可 数 可 加 
向 量 测度 (本 书 中 , 简称 为 向 量 测度 ), 如 果 对 任何 { 五 jz 其 
中 ,E23, 丽人 再 = 多 当 i) 时 ， 有 

m( DD )=: 习 m 
其 中 级 数 按 范 数 收敛 

定义 6.1.2 向 量 测度 m 称 为 绝对 连续 或 儿 连 续 , 如 果 
当 jw(B)=0 时 ,有 m8)=0. 

定理 6.1.1 向 量 测度 m 是 几 连 续 的 当 且 仅 当 对 任何 8> 
0, 存在 5>>0, 使 得 当 w(B)<5 时 ,有 |m(B)|<s. 

证 明 ， 见 Hille 此 Phillips < 泛 函 分 析 与 半 群 ?中 译本 了 
94 

定义 6.1.3 向 量 测度 m 的 全 变 差 ( 本 书 中 简称 为 变 差 ) 
[| 定义 为 

[m1 (8B)= sap ,| mE)l, 
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其 中 是 8 的 一 个 (有 限 ) 分 割 , x 一 {2 …，B。,}, 即 BE 2, 
dD 0, 当 Dah 时 ， ENE,=0. 


若 |m|(9) < 二 co， 则 称 向 量 测度 m 是 有 界 变 差 的 . 

定义 6.1.4 车 zc.0 一 不是 一 个 函数 ,o 称 为 4 强 可 测 的 
(或 可 测 的 )， 如 果 存 在 上 卫 什 的 可 数值 可 测 函 数列 
{en(@) 这 -使 

1z(o) —2l0)|—>0 pa. oe, 

注 ， 可 数值 可 测 函 数 指 的 是 4 一 冯 aze 其 中 瑟 E 已 
LU B=0, 3 i#iNH, BN Ds, {od 

定理 6.1.2(Egoroff) 如 果 {zn(0)}7-+ 是 ;可 测 函 数列 ， 


oo) 上 bao)， pa e 则 wo) 几乎 一 致 收 伊 于 z(o) (wn(@) 


[i 
一 六 zk(o)，a.e)， 即 对 任 给 >0, 存在 4€E2, (4) <s, 使 
得 对 任何 8S>0, 存在 入 , 当 n 宇 NWN, mEQ\ 4 时 ,有 
[zw(o) 一 “2(o)1 一 3. 
证 明 ， 容易 看 到 ,oz(o) 是 丸 可 测 的 . 如果 必 要 , 可 除去 一 
个 0 测度 集 ， 我 们 不 妨 设 m(o) bw(@). 
令 本 = 辣 [6 la -zol< 二 , 风 
ErCESEC CHC, 
由 于 za(@) 一 02(o)， 故 
0= J Elim EB", 
从 而 (0) 一 lim pi(B)， 因 为 nt(O) 王 十 co, 故 对 一 切 mm 
limy(Q\B") =0. 
对 任何 e>0, 对 每 个 m， 选 Wo(m， 6)， 使 得 
HQ\ Bm) < 
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令 4- 虽 (COVBRoon)， 则 4E3 目 
pA < TuO\ Bum) <s. 
对 任何 5>0, 选 mo 使 霹 -<5, 则 当 %> Wotmo 5), 0E A 
4 时 ， OE Ncmee)s 故 
las(o) -oj < 元 < 口 
从 这 个 定理 的 证 明 ， 使 我 们 看 到 如 何 从 实 变 函 数论 证 方法 
转变 为 一 般 的 向 量 测度 的 论证 方法 . 


(二 ) 可 积 函 数 . 
定义 6.1.5 可 数值 可 测 函 数 


2(0) = DB rote, 
称 为 Boohner 可 积 的 ,如 果 
DB) nl<+o0, 
此 时 ,对 一 切 加 E, 定义 ， 
J san= SBN Bo. 
注 ， 容 易 证 明 ，[,z() qj 是 可 以 定义 的 , 并且 是 可 数 可 加 
的 ,用 连续 的 ,以 及 
| sepa ,lsc tan. 
定义 6.1.6 若 w 0Q-> 了 是 一 个 函数 ,2 称 为 (关于 内 
Bochner 可 积 的 ， 如 果 存 在 Bochner 可 积 的 可 数值 可 测 函 数列 
{zn(@)}2s, 使 
GD mo) oo), pa o, 


@®) J ile) -eae) ld->0. 
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此 时 ,对 一 切 召 E3, 定义 ， 
J so)en =lim | ooo) dp. 
注 ， 由 定义 条 件 中 (了 ) 知 vz(w) 是 jw 可 测 的 , 故 (2) 式 是 有 
意义 的 , 且 由 于 对 任何 乃 E 区 ， 
上 -feel 


+),len -old >0 
知 ， | dw 是 Banaop 空间 中 Cauohy 序列 ， 因 此 lim | adn 


存在 . 
今后 将 记 Li(m, 对) = {wmw; w 是 Boehner 可 积 函 数 }.。 
定理 6.1.3 (Bochner) 令 vi 8 一 也 是 一 个 函数 , 则 wz€ 


n(n, 吾 ) 当 和 且 仅 当 s 是 录 可 测 的 , 且 
人 leco)lan< +o0. 


此 时 ， | (oau | <| lz(olau. 
证 明 ， 见 Hille & Phillips« 泛 函 分 析 与 半 群 > 中 译本 p. 99, 
定理 6.1.& (1) 当 wE€ (nm, 不 ) 时 ,定义 
[ols= | ,loo) lo, 


则 2(, 邓 ) 是 Banaoh 空间 (将 a.。 相 等 函数 看 作 同 一 元 ). 
(2) (Lebesgue 控 制 收敛 定理 ) 车 {zw]21C Is(p， 卫 )， 
f(@) ETu(1D), 且 [on(@)|< Co) wa e 成 立 ,又 着 ofo) > 
z(w), 则 w(w) EJr(1, 子 ), 且 对 一 切 如 6 马 : 
lim | mo)au = {so)ap, 
G) 车 vwE Lalp, XX), 令 
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mo(B) = {zodp, 
则 me 是 4 连续 ,有 界 变 差 向 量 测度 , 且 对 一 切 加 E 3， 
jms| (B) = le(olan. 


(4) 3 可 测 简单 函数 在 L(x, 及) 中 磷 . 

证 明 ，(1) 见 Hille & Phillips“ 泛 函 分 析 与 半 群 ? 中 译本 
101 页 . 

(2) 仿 纯 量 函 数 证 明 . 

(3) 首先 证 明 m。 是 可 数 可 加 的 . 

设 { 刀 jz 1C3 了 BN 召 ; 一 9 当 5#7 时 , 则 


me BB)-| ,oon =|) gs, (oa 


又 lm De) re(0) =2(0)7 ss, (0), 


oo 


且 > vw xa 0) ELD, A), 
以 及 [Sera | < [ELi(n), 
由 Lebesgue 控制 定理 ,有 
mo ( 品 忆 )-I 礼 | 人 mr 总 于 加， 
故 ms 是 可 数 可 加 的 . 
又 容易 看 到 ， 


Jel CB) = sap Sym EON -snp S|], «Coan 
<supB | lo Lan=sup] ,elo) or 


-| lz(o)law (6.D) 


其 中 zw 是 妃 的 任何 (有 有限) 分割, mw 一 {Bi …, Bn. 
.305 。 


下 面 说 明 另 一 方向 的 不 等 式 ， 因为 s(w) ELi(, 习 )， 故 
2(o) 是 几 可 测 的 ， 从 而 xz(o) 具有 几乎 可 分 值 域 ( 见 Hille 廊 
Phillips< 泛 机 分 析 与 半 群 > 中 译本 p. 90)， 

不 芒 设 z(o) 具 可 分 值 域 , 设 So 一 {oi |z(w)| 二 0}, 则 SoE 
3, 由 于 w(w) 具 可 分 值 域 , 故 存 在 {as}1 在 {1z(o)i woEG 中 
至. 

任意 给 定 8s>0, 定义 

E,= {wo; je(w)—anl<e; 2€So}, 
则 BE2, 又 由 于 {o 在 {z(a); wEQ} 中 笛 , 故 


So- UB 
令 如 \ 站 国 ， 则 {Po} 是 两 两 不 相交 的 , 且 


Bo= DP,. 
、 cn 当 wEA， 对 某 个 呈 时 ， 
cn 当 oa 人 时 
则 zs(o) 一 z(o)j<s, 在 2 上 处 处 成 立 、 

由 于 zw(o) 是 Boohner 可 积 的 ， 故 mw(ow) 也 是 Bochner 可 
积 的 【jws(o) 有 和 zko) 一 cto)j 十 lz(w)1， 在 全 上 处 处 成 立 ) 
且 ， 

人 soan= Ban PN BE), 


fhe la = Sherer NB). 
从 而 ， 
[la har) lao) aC) hant | laian 


<en (B+ TlalpanN B) 
<ep( 本 二 六 Jaolw(FsN 加 )+e (对 某 个 mo) 
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= Saw HN BN +e B) +1) 
一 > | ws wd | +e(w (8B)+1) 
< 这 | vo) dn | 


+ SE), ,leo) oC) lante(n(B) + D) 


n=1Yy Fn 


< lmlPN | 


+ DepChNB) tol) +D) 


<|mel (B) +e2p(B) +1). 
由 于 s 是 任意 的 , 故 


J le Naw< lmel CB), 


结合 (6 了 有 | lz(o)lan= mol 下， 口 
(4) 贸 给 读者 补 证 


32 可 四 集 


可 丫 集 的 概念 是 1966 年 由 M. A. Rieffel (Fun. Ana. 
Proo. Oonf., Trvine, Oalif. 1966, B. R. Gelbaum, editor, 
Academic Press, London; Thompson, Washington, D. 0, 
71-77) 提 出 的 ， 它 在 研究 向 量 测度 的 Radon-Nikodym 定理 与 
Banach 空间 中 集合 的 几何 性 质 的 联系 中 起 着 重要 作用 , 

在 阅读 下 列 有 关 定 理 . 定 义 时 , 建议 读者 画 示意 图 帮助 理解 
有 关 定 理 、 定 义 的 直观 几何 想法 . 

定义 6.2.1 阁 攻 是 革 的 有 界 子 集 , 到 的 cc 凸 包 是 
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注 ， 册 于 空间 是 完备 的 ， 下 的 有 办 性 保证 了 级 数 六 ww, 是 
收 伍 的 . 
性 质 6.2.1 若是 全 的 有 界 子 集 , 则 
co(K)Co—~co(K)Coo(K). 
证 明 ; 显然 ， co(K)Co—co(K), 
车 wm 疡 0， Da, wiCK, 由 于 , 
Damst (1- om Eco(K), 


且 Dam 十 (这 &)e1—> D oum, 
故 了 mms E 60( 及 ), 这 表明 oco(K)cCo0(K)， 口 

定义 6.2.2 Banach 空间 下 的 一 个 子 集 玉 叫做 可 中 和 集 
(dentable set)， 如果 对 任何 s>0, 存在 %,EK, 使 

vs$00(K\B(s,, 8)), 

其 中 Blw, e)=B(w)={y EX; |y—%e| <e}. 

一 个 点 w€K 叫做 区 的 一 个 可 町 点 ,如 时 对 任何 之 0, 有 
wco(K\Bly, 8))., 

注 ， 显 然 , 若 太 具 有 一 个 可 四 点 , 则 KK 就 是 一 个 可 是 集 ， 
反之 不 然 

定义 6.2.3 Banach 空间 马 的 一 个 有 界 子 集 开 叫做 
可 站 集 , 如 果 对 任何 s>0, 存在 weE 开 ,使 

v0—00(K\B(%,, 8)). 
注 ， 由 性 质 6.2.1 知 ,车 有 界 集 下 是 可 四 集 , 则 区 是 o 可 


四 集 ， 但 反之 不 然 , 见 下 例 . 
例 1，Banach 空间 二 [0， 了 杂 的 闭 单位 球 玉 是 o 可 四 的 ， 


但 不 是 可 是 的 ， 
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证 明 ， 先 证 K 是 a 可 四 的 . 事实 上 , 令 j=xto,n， 则 2 是 
一 个 o 可 由 点 。 因 为 对 任何 >>0, 车 


Xro0, 3 一 "fh, 


其 中 ，|fj。<1，ow>0， 写 =1， 则 对 一 切 n， 应 有 户 一 
Xr0,3， 故 
vo —o0(K\B(%, 8)). 
这 表明 是 一 个 c 可 四 点 ,从 而 素 是 可 站 的 ， 
下 面 证 明 KK 不 是 可 四 的 ， 事 实 上 , 选 so 0<so< 吾 , 则 对 
一 切 JEK, 有 
JE55CEVB(P ao)。 
这 是 因为 ，(1) 车 fEK，|/|>so, 则 对 任何 正 整数 m, 在 
在 两 两 不 相交 正 测度 集 Di, "0y EE», 使 对 及 一 二 2， “mm, 有 
|fxz,| > 8o. 
令 访 = 大户 ma， 则 | 和 lsL 县 对 一 切 nE{，…， 
mn}, 有 1 一 所 | 一 [fxa.|>eo, 故 记 ENVB( 户 so). 又 
| 名 译 有 < 去 I 
故 JE50(K\B(f, so))， 
(3) 车 fEK,1f1<so(< 和 村), 令 
fi=f—2e0xt0,1, fa= f+2e0xc0, 1 
则 斑 , 有 EK\B(J, eo)， 且 f= 汪汪 及, 地 
fE(E\B(S, so)), 
总 之 ,对 任何 fEK,， 有 
JE5oCEVB( so)， 
放下 不 是 可 目 集 ， 口 
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定义 6.2.4 设 4 是 Banach 空间 于 的 有 界 集 ，wzoE€4 称 

为 4 的 一 个 暴露 点 ,如 果 存 在 JES(X"), 使 
f(%)>f(A\ {2}). 

车 此 外 还 有 当 zo€ 4， f(zo)-> f(z) 时 ，!mo 一 z| ->0, 则 = 称 为 
4 的 一 个 强暴 露点 ， 了 称 为 相应 于 % 的 暴露 泛 函 ， 当 后 者 成 立 
时 称 为 相应 于 的 强暴 露 泛 函 ， 

定义 6.2.5 设 4 是 Banaoh 空间 页 的 有 界 闭 凸 集 ，zoE 
4 称 为 4 的 一 个 强 端点 , 如 果 对 任何 s>0, 存在 5>0, 使 得 m 
不 是 长 度 为 。 含 于 4+8U (z) 内 的 某 个 线段 的 中 点 . 

下 面 我 们 讨论 可 凸 集 的 性 质 . 

定理 6.2.2 (1) 4 是 可 咎 集 参 对 任何 “GE 和 ,wz-+4 是 可 
止 集 仿 对 某 个 mxE 习 ，z 十 4 是 可 站 集 ( 即 可 四 性 是 平移 不 变 
的 ). 

(2) 4 是 可 钙 集 今 对 任何 aE Ri\{0}，a4 是 可 种 集 傅 对 
某 个 w 关 0，o4 是 可 四 集 ( 即 可 四 性 是 数 乘 不 变 的 ). 

(3) 若 对 某 个 集 B, 4+B 是 可 四 集 , 则 4 是 可 町 集 . 

(多 著 4 的 每 个 可 数 子 集 是 可 凹 集 ， 则 4 是 可 思 集 ( 即 可 
四 性 是 可 数 决 定 的 ). 

(5) 若 co(4) 是 可 巾 集 , 则 4 是 可 凹 集 . 

(6) 车 4 是 可 四 集 , 则 至 少 一 个 4 是 可 四 集 . 


(7) 车 有 界 集 BB 有 一 个 暴露 点 m, 则 BB 是 0 可 由 集 . 
(8) wo 是 有 界 集 B 的 一 个 强暴 露点 瀛 wo 是 B 的 一 个 可 凹 
点 一 刁 是 可 咎 集 ， 
(9) 相对 w 紧 集 是 可 四 的 
(10) 车 下 是 紧 凸 集 , 则 ow 是 下 的 端点 合 wmo 是 KK 的 可 站 
点 今 必 是 的 强 端点 . 
(11) 4 不 是 可 贴 的 今 存 在 s>0, 使 得 对 一 切 zE4, 有 4 
Cco(A\B(z, sj))， 特 别 地 , 当 4 是 闭 西 集 时 ,有 


» 310。 


4 不 是 可 种 的 参 存 在 8s>0， 使 得 对 一 切 2E4， 有 4= 
co(4\B(o，s))。 
(12) 设 4 是 闭 凸 集 ，int4z 仿 着 4 不 是 可 问 的 , 则 存在 
s>0, 使 对 一 切 2€4， 
int ACco((int A)\ B,(z)). 
即 若 4 不 是 可 四 的 , 则 int 4 也 不 是 = 可 目的 (更 不 是 可 癌 的 )， 
| (18) 若 O 是 有 界 闭 凸 集 ， 则 C 是 可 四 集合 对 每 个 8>>0 
存在 O 的 一 个 切片 So ww 0) 三 {y; y€0, isnpw CO) 
一 0}, 其 中 w>0, 使 diama8(o oa 0) <s. 
(14) 若 0 是 有 界 闭 凸 集 , 则 下 列 等 价 . 
Q@@ 0 不 是 可 凹 集 . 
@@ 存在 s>0, 使 得 没有 0O 的 切片 具有 有 限 8 网 。 
@ 存在 s>0, 使 得 对 每 个 有 限 集 FCO, 有 
0O=0c0(O\B,(F)), 
其 中 互 (四 = ULtyEE ysl<e}. 
证 明 ，(1) 若 4 是 可 种 集 。 则 对 任何 8>0， 存 在 wE4， 
使 
Fc0CA\ B.C)), 
从 而 ws 二 2 和 60CA\B,(%)) v2=00(A+%\ Bo(vs+ 2)), 
故 z 十 4 是 可 钙 的 ,其 中 zw 是 总 中 任何 元 . 
反之 ， 若 对 某 个 zxE 互 ,2 十 4 是 可 咎 的， 由 上 上面 论 证 知 ， 
2 十 4-2= 一 4 是 可 目的 口 
(2) 车 4 是 可 凹 的 , 则 对 任何 s>0, 存在 Ed, 使 得 
E00 A\ BCs) )， 
从 而 ,对 任 0， 
aws Foc0( A\B,(%s)) =~60 (eA\ Bas Came)), 
这 表明 a4 是 可 症 的 . 
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反之 ,由 4 二 "a4(a*0) 知 ， 当 wd 可 站 时 ，4 是 可 站 


集 。 口 
(3) 若 4 不 是 可 站 的 , 则 存在 s>0, 对 一 切 z€ 4, 有 
vw EA\ By, se))， 
任 取 y€4 十 B, 则 y=%w1 十 ma, 其 中 z1€ 4, za€ B， 因 此 ， 
wi co0(4\B,(o))， 故 
Y=w1 + wo ECOCA\ Bs(21)) + oo 
=060(A+zwa\ B,(w1+ wa)) 
Coo(A+B\B, (vit+%2)), 
这 表明 4 十 B 也 不 是 可 站 集 . 口 
(4) 车 4 不 是 可 丫 集 ， 则 存在 es>0, 使 得 ， 对 每 个 zE 4， 
有 
w Eco(A\B,(s)). (6.2) 
固定 zo€ 4， 则 存在 4\.B8。《zo) 的 元 的 西 组 合 的 序列 收敛 
于 zo, 记 被 选取 的 A\B,(v0) 中 元 的 全 体 为 OO 一 [Too 则 Oz 
的 基数 GO = No。( 可 数 基数 )， 对 每 个 w, 由 (6.2) 式 知 , 又 存在 
A\B,(zs) 的 元 的 同 组 合 的 序列 收敛 于 zw,， 记 这 些 被 选取 的 元 
为 {vu}?-18-1 二 0a, 则 Co 的 基数 0, 一 No， 对 每 个 ws 再 根 
据 (6.2) 式 , 由 上 述 方法 得 到 03, 继续 下 去 , 得 到 {Cs}1. 
令 O= {wm} UOiU OsU 
则 ONo, 且 对 任何 sz4,4,s 我 们 有 mas 是 A\ Bw,.,4) 
中 元 {Din = 的 凸 组 合 的 极限 ， 又 CO 
从 而 
{on tn 1 EO\B,(n,, a) 
故 Vis ts ELCOON B, (4..14,)), 
这 表明 O 不 可 和 四. 由 此 得 到 若 4 的 每 个 可 数 子 集 是 可 贴 的, 那 
么 4 本 身 是 可 站 的 . 口 
(5) 由 于 co(4) 是 可 外 的 ， 任 给 s>0， 存 在 ceo(4)， 
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使 得 ， 
00(co(A)\ Bl%)), 

令 Q=co(c0(4) ,Ba(o))， 则 oo(4) 太 4Q， 

由 于 久 是 闵 上 酝 集 ， 故 4 中 Q， 即 4\Qx0 我 们 有 4AQC 
Bsjolz). (事实 上 ,车 4€ (4\8)\B。al(w), 则 

a€E A\Bss(w) So0(A\ Bal%)) So0(00(A\ Bial®)) —Q®, 
矛盾 ! ) 

对 任何 a€ 4A\Q, 我 们 有 4\Be(a)CQ (事实 上 ;车 存在 ao 
EA\Q， 使 4\Be(co) 只 QQ， 则 存在 as， 使 caE (4\B。(40)) AQ， 
由 于 Qo, ceE4\QCBeooa(o),， 则 jos 一 co 天 es. 但 另 一 方面 ,ga 条 
Be(co),， 故 jos 一 col>>s， 矛 盾 ! )。 从 而 由 于 驴 是 有 界 闭 凸 集 ， 
对 任何 5cE4Q 有 

co(C4\Be(o))cQ， (6.3) 
我 们 已 经 证 明 4\Qf 任 取 aE€ 4\Q, 则 由 (6.3) 有 
oco(A\B,(a)), 
这 表明 4 是 可 凹 集 . 口 

(6) 用 反 证 法 ， 若 4;, $ 一 1，…, 到 都 不 是 可 征集 ， 则 可 选 

s>0, 使 得 当 4EL) 4 时 ,有 
w EANB, (2)) cz 人 AN\ Bz) ). 


这 表明 U4 是 不 可 咎 集 ， 口 
(7) 若 zo€B 是 一 个 暴露 点 。 若 {ww}s1CB,， on 之 0, 
加 -1 使 so 一 也 wn, 则 对 于 m0 点 相应 的 暴露 泛 画 区 ,有 


(en) -woo)， 


因此 , 加 os( 台 (zo) 一 (zn)) =0, 由 于 级 数 具 非 负 项 , 故 每 项 等 


于 0, 再 因为 wo 是 暴露 点 , 故 ,对 一 切 % 有 %。 一 wo, 这 表明 wo 生 
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o—0c0(B\B,(wo0)). 因此 wo 是 8 的 一 个 go 可 同 点 。 所 以 BB 是 
o 可 凸 集 ， 口 

(8) 设 wo 是 的 强暴 露点 

对 任何 >>0, 由 强暴 露点 定义 ， 存 在 £>0, 使 得 当 y EB\ 
B, (wo0) 时 ,有 

ov0) > my) +h, 

其 中 避 是 相应 于 wo 点 强暴 露 泛 函 . 

因此 ， 

oilw0) — b>sup{wd(y); yEB\ Bw0)} 
=gup {m0(y); Yy ECO(B\ Bw0))} 

这 表明 voc0(B\ Blwo)). 
故 m 是 好 的 一 个 可 向 点 ， 从 而 卫 是 可 外 集 ， 口 

(9) 设 P 是 相对 w 紧 集 ， 则 P” 是 w 紧 集 ， 由 Mazur 
定理 ,oo"( Pr") = oo(P) 是 w 紧 凸 集 , 又 由 于 Banach 空间 的 w 
紧 凸 集 是 它 的 强暴 露点 的 闭 凸 包 ( 见 参考 书 [1] p. 166). 故 存 在 
zo, 使 wo 是 c0( 了 ) 的 强暴 露点 ， 由 (8)，eo(P) 是 可 冲 的 ， 再 
根据 (5) , 是 可 咎 的， 口 

(10) 设 mo 是 紧 凸 集 羽 的 端点 ， 我 们 要 证 明 m 是 可 站 点 。 
车 不 然 , 则 存在 >>0, 使 

wo EOCK\B,(vo0)) o 

由 于 oo( 尼 /Boo)) 也 是 紧 凸 集 , 由 Krein-Milman 定理 ， 

extco( 玉 \Be(oo))C 天 \Be(zo)， 因 为 
(ext KK) Noo(KR\B, v0) Coxtoo(K\B,(g0)), 

故 zoEKK\B,(wo), 矛盾 ! 故 wo 是 可 站 点 . 

下 面 证 明 车 zo 是 民 的 可 四 点 , 则 vo 是 下 的 强 端点 . 

设 加 不 是 天 的 强 端 点 ， 则 存在 s>0， 使 得 对 一 切 3>0， 
w 是 长 为 8 的 会 于 十 BU (于) 的 线段 的 中 点 . 设 


oo br EK + EUCX), Jon—bnl = 
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且 zo 一 eet n=14, 2, …， 则 


mw 一 以 十 工 tn, On 二 十 i Dn, 


其 中 ,WEK, 而 a WEU(X). 
因此 ,z= 人名 十 名 机 次， 则 于 区 是 贞 集 ， 玫 名 如 
,是 


[eal >lon~ol -as—ol>- 二 , 


当 史 充分 大 时 , 有 
上 a -mo|> 襄 ， 
同 理 ， 我 们 得 到 | 站 一 zol > 避 ， 
因此 ,ao 8%€E 尺 \Bsys(wo)， 当 充分 大 时 ， 所以, 当 %% 充 
分 大 时 ， 加 二 名 Eoo(K/Bsjs(w0)). 
二 ->0， 故 


woE Bk (v0)). 
从 而 , vo 不 是 可 四 点 。 这 表明 若 zo 是 下 的 可 四 点 , 则 wo 是 下 
的 强 端 点 ， 
显然 , 若 zo 是 下 的 强 端点 , 则 zo 是 五 的 端点 、 口 
注 ， 实 际 上 ， 我 们 证 明 对 任何 有 和 田 闭 则 集 召 ，B 的 可 四 点 
必 是 强 端 点 . 
C11)“<=" 证 明 是 很 简单 的 , 
“>” 设 4 不 是 可 凹 集 , 则 存在 s>0,， 使 得 对 一 切 yE4, 有 
y Eco(A\B.(Y)). 


任意 给 定 mo， 对 任何 YE4， 当 ly 一 aol > 可 时 ,有 


y EA\Bsa (m0) Co0( A\ Bsalwo0)), 
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而 对 任何 VE 4， 当 |y 一 zol< 豆 时 ,有 Bafzo)cC 妨 (0)， 故 
yEco(4VBe(0))c oo(4VBoua(zo))， 
从 而 ,4Co0(A\B。jslw0)). 又 由 于 wo 是 4 中 任意 元 , 故 对 任意 
wEA, 有 
ACeo! A\ Bs lz)). 
特别 地 , 当 4 是 (有 界 ) 闭 凸 集 时 ,有 
c0(A)= ACco( A\B,slz)) Co0(A) =4, 
故 对 一 切 w€ 4, 此 时 有 
A=60(A\B,sl2)), 
令 训 一 6 即 得 所 要 结论 。 口 
(12) 设 4 是 闭 凸 集 , 且 int 4z6。 车 4 不 是 可 征集 ， 由 
(11) 知 ,存在 2>>0, 使 对 -一切 wE4, 有 
A=00(A/B.(%)). 
对 每 个 2€E 4, 令 Jo,a 一 4\Bo(w), 则 
int Jo,a ~ (intA)\B,(%), 
由 于 int4 头 分 可 选 st 0 和 si;<s， 使 得 对 每 个 2E4，inte,。 
大 分 令 Jo,n— or, 
对 固定 的 wo€ 4, 由 于 81<s, 故 4=600(Jw,). 
首先 ,有 JoCintJo，( 事 实 上 , 车 yEJs, 则 yE4, 且 
jy 一 zol>si， 任 取 zEint4， 由 第 一 部 分 定理 TI、2、2(7) 知 ， 
[5，xzo)Cint4， 从 而 存在 wE [5，zo) 站 Bo(vo)Cint 4， 也 有 
[v, y) CCint 4, 故 存在 2€ [wu, 9), 使 
[v2, VC Cint A)\B,, (v0) =int Sn 
故 %Eintve)， 于是，JwCco(intys)。 所 以 ， 
cotJs CS o0(int To,), 
故 
int A=into0(s,) Cinteolint ys,). (6.4) 
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应 用 第 一 部 分 定理 1、2、2(7), 及 ipteo(int) intv7s, 关 幼 
知 
intoo{int .7s,) = int colintJs,) ~—o0(int Js) 
=00(ini(A\B,,(w0)) 
~—00((int A)\B,, (wo)). (6.5) 
选 0<ss<st 由 (6.4),(6.5) 知 对 每 个 zE4， 
int ACco( fint4)\B,(2)),， 癌 
(18)“<=” 任 取 s>0， 由 假设 存在 C 的 切片 S(w,, &, 0)， 
使 diam S(w*, a, 0) <s, 
选 z€0, 使 


w'(w)>supw"(O 一 也， 
则 “ES(c o O). 
任 取 YEC\VB(O， 由 于 diam S(w*, ma, O)<e,， 故 y 攻 
S(w", ww CO， 所 以 
~ OO\B(s) CO\S(e’, oO- 让 EC oy) 
< sapo(C) 一 办， 
从 而 oo(C\VB oO)CtEG GD)<supz CO) 一 中， 
故 w 纺 oo(O\Bs(o))， 因 此 ，C 是 可 秸 的. 
“=>” 假设 C 是 可 四 的 , 任 取 >>0, 则 存在 wo, 使 
0 和 ON\eo(On Bea(zo) ), 
由 分 离 定 理 , 存在 x2*ES( 了 “), a>>0, 使 
Ooo) 盖 人 (oo) 一 xsSup 信 (coO/Bera(zo)))， 
令 a 一 supw(O) 一 2(wo) 十 0 则 oi 之 a. 由 于 
2* (wo) =—Supw’ (0) 十 w 一 oa>80p0 CC) 一 ad 
故 zoEyGw ， m，O) .容易 看 到 ， 


So or, O} CB (wm 三 ). 
从 而 diamS (vw*, m1, 0) 志 E， 口 
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注 : 车 对 BC 及 ", 定义 W” 可 四 集 , 对 任何 8&0, 存在 作 E 

已， 使 
vw" Fc0™(B\B,(w’)), 
并 且 , 对 每 个 有 界 闭 是 集 BCX* 定 义 召 的 Ww 切片 
S(s, a, B)={y€EB; (2)>sps(B)—a. 

我 们 容易 证 明 芋 " 中 有 界 闭 帅 集 如 是 W* 可 四 的 当 且 仅 当 对 每 
个 8>0, 存在 如 的 w* 切片 S(zw, a,，B), 使 diam S(w, a，B) 
<8, 

(14) 四 一 四 设 C 不 是 可 丫 的 ， 我 们 不 妨 设 OCU(X), 
由 (18) 知 ,存在 S>0, 使 0 的 每 个 切片 的 直径 大 于 5。 

令 s 一 总 任 取 ES(T'), 及 a 使 

infw*(O)<a<supw" (0). 
考虑 切片 SG supw*《0) 一 a, 0), 容易 看 到 ， 
Sl(w*, supw (0) —a, 0) = {2€EO; wv (%)>a}=8, 

( 若 a=infw*(0)=supw*(0), 则 SCw*, supw*(0)—a, O)=0O, 
此 时 C 也 不 能 有 有 限 & 网 , 因为 否则 , CO 为 紧 凸 集 ， 由 Krein- 
Milman 定理 ，ext OO 人 再 由 (10) 知 0 是 可 站 的 ， 对 a= 
infw*(O) 的 切片 可 类 似 地 讨论 . ) 下 面 要 证 明 5 没 有 有 限 的 8 
网 . 

令 瑟 =tEO wz) 一 Q), 显然 , 卫 和 SS， 和 且 卫 是 闭 凸 集 , 

反 证 法 . 若 S 有 有 限 e 网 {m4y，…，z。}, 将 这 个 有 限 s 网 
缩减 成 下 列 意义 下 “最 小 的 ” 即 对 某 个 mn, 有 

S=c0(HU (SN B,(ws, …, wm)), 
但 是 S# Ki==00(HU (SN B.C, 了 wm) ) ) 。 
所 以 ， 必 存在 YE [SNB.(z1)1\K1， 由 分 离 定理 ， 存 在 y€ 
六 (对 ), 使 
a=supy (Ki) < (Yo) <supy 8S)=, 
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选 6, 使 6<B<M, 且 -多 ->1-- 襄 . 
令 S'=S(y, M—B, S)={%: ES, y'(%)>B}, 
下 面 证 明 diam S'<6, 
事实 上 , 令 卫 = {m wESBNB.(e), y (2)>0), 
Ks={%; ENS, y (2)<a}, 
放下 1 三 Ka, yoEL, 并 且 
LUEKsDHU (SNB,(m, *…, 2n)). (6.6) 
(因为 KKIHU (SNB.(v, …, wm)), 又 2ES TN B,Cw1) 
时 , 若 广 (2) 之 %, 则 zEL, 否则 及 (2) <w, 此 时 zE 尺 ,总 之 
¢ELU EK,, 故 LJUK22HU (SNB,(w, 0) wm) ) ). 从 而 , 由 
(6.6) 有 
S=00(LU EE;,). 
由 于 {oi mE€S, y(w) 之 Bj} 在 S' 中 稠 , 且 co(LUK2) 在 S 
中 备 , 故 以 hoeo( 卫 U 天 3) 在 中 秽 . (事实 上 , 任 取 yES, 若 
y(Y) >>B， 则 可 选 zEco(LU。), 使 jz 一 名 <， 其 中 为 任 
意 小 的 正 数 , 且 光 (人 >B， 从 而 2ESnoo(ZU 天 9)， 这 表明 此 
时 4 可 以 用 &nioeo(U 开 as) 中 元 任意 逼近 .， 若 久 () 一 B68， 则 
选 hES, 使 ”>>B, 且 [人 C{o saE8 "(wz)>>B}, 从 而 
对 任意 小 的 正 数 F, 存在 zE{w; s€8, y'(%)>B}, 有 yzl< 
也 .由 刚才 讨论 知 ， 对 这 个 z， 存 在 2€8" Nn coCLUKs), 使 
jz 一 o| 达 名, 故 1y 一 2|<%?， 这 家 明 此 时 gy 也 可 以 用 Sco( 工 
UK,) 中 任意 元 逼近 ， 总 之 & neo( 了 U 天 3) 在 & 中 秽 .) 
任 取 加 NEco(LUKKs) 作 5S', 由 于 也 天 是 凸 集 , 放 
如 一 和 264 士 代 一 Oo 
其 中 EL, ww€EKs, 0< 和 NN<1, = 二 2， 所 以 ， 
B<y Mut (1—M WW EMM+ Mo 
=M(M- ow) +a,. 
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Be 1 - 
因此 ， 和 之 再 -> 了， 即 (1— 入 < 部 4 一 1, 2. 


并 目 , w€ Bs(z), Mal <1, ol<1 i=1, 2,. 从 而 
[Xu (mAh) 0 Noat (1— ho) vo) | 


< tal + LM 
< ~) Gu 一 (1-h0)w)1+ 记 + 襄 


<ha-wl+ -ul+ 千 


Ci 
<2e+ 二 =. 


这 表明 diam (eo CLUK2) 由 S”) 一 diam(S') 6， 这 就 证 明了 
的 直径 小 于 等 于 5. 
由 8 的 选 法 知 , & 不 是 O 的 切片 . 
令 7 一 supy(0) 之 supy*(S) 一 用 >>B. 因此 ， 
S'={%€ES, y (2)>B}C{2EO; y (wv)>B} 
一 SC +~—B, O}. 
故 存在 zES(y', 7 一 B, 0O)\S', 所 以 z 生 S, 于 是 信人 te) <a 
任 取 5ES’， 由 于 NKi1=8, SCS， 及 HCEKI, 故 b 生 
五 , 所 以 ww*(25)z*a, 但 5€S8'CS, 又 有 2*(0) 之 a, 所 以 w*(25)> 
,从 而 存在 0 过 入 二 4, 使 
wz+ (1—N)b)=a, i ex 十 ( 工 一 X)DE 石 . 
另 一 方面 , 又 由 于 bE 5", 故 多 GO)>>B， 并 且 , 由 2 的 选取 
知 , (%) 宇 B, 故 
yt (lA)D)>B. 
于 是 2z+ (1 一 A)5ES", 这 样 就 得 到 
M+ (MIESNHCSNE, 
这 表明 S' 由 天 ,了 86， 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 S 不 能 有 有 限 8 
网 口 
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@@ 汪 轩 若 图 不 成 立 , 则 对 一 切 8s>0, 存在 fo …，2zjCC 

0O, 使 
co(O\ Blws, *…, %n)) EEO, 
因此 ,存在 2*ES(X*), 使 
supw(O0)>a>sup{O\B, (m1, …, wn)}, 

于 是 及 (osnupo(O) 一 ac OCB, (v1, -…, wn), 
i.eS(w", supo (oO) 一 ao 0) 具 有 有 限 。 网 ， 这 表明 ,此 时 国 也 
不 成 立 . 口 

四 一 曙 证 明 是 容易 的 . 口 

注 ; 这 个 定理 的 许多 结果 在 下 面 有 关 RNP 定理 的 证 明 中 
将 反复 应 用 ， 


$3 Radon-Nikodym 人 性质 (RNP) 


(一 ) RNP 的 定义 ， 

定义 6.8.1 一 个 Banach 空间 互 称 为 关于 (8, 3, v) 具 
有 Radon-Nikodym 性 质 ， 其 中 《9Q, 2, 凡 ) 是 有 限 完备 非 负 的 
测度 空间 , 如 果 对 每 个 有 界 变 差 、 4 连续 的 向 量 测度 m: 2 于， 
存在 f€ELilp, 也 ), 使 得 对 一 切 召 E32, 有 


m(B)=|, fap. 


一 个 Banach 空间 且 称 为 具有 Radon-Nikodym 性 质 的 
空间 (RNP), 如 果 节 关于 每 个 有 限 完备 非 负 测 度 空间 (2, 2， 
1w) 具 Radon-Nikodym 性 质 . 

我 们 看 到 ， 这 是 纯 量 测 度 的 Radon-Nikodym 定理 的 一 种 
推广 . 

有 关 RNP 的 研究 早 在 1933 年 就 开始 了 .当时 ，Bochner 
引入 了 Bochner 积分 并且, 考虑 将 实 变 函 数 (或 抽象 测度 论 ) 
中 Radon-Nikodym 定理 推广 到 向 量 测度 情况 。 但 是 Bochner 
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发 现 , 这 并 不 总 是 可 以 的 , 例如 对 5,[0, 也 空间 ,相应 的 Radon- 
Nikodym 定理 就 不 成 立 ， 那 么 ， 对 什么 样 的 Banach 空间 ， 
Radon-Nikodym 定理 仍然 成 立 呢 ? 1985 年 Birkhoff 证 明了 ， 
Hilbert 空间 具 RNP，1986 年 J. Qlarkson 从 Banacbh 空间 单 
位 球 的 几何 结构 着 手 , 研究 这 个 问题 , 他 引入 了 一 致 凸 空间 的 概 
念 ， 并 且 证 明了 ， 一 致 凸 空间 具 有 RNP. 这 就 是 最 早 建立 的 
Banach 空间 的 几何 性 质 和 分 析 性 质 的 联系 ，1936 年 ，M. 
Dunford 和 M. Morse 证 明了 , 具有 有 界 完 备 基 的 Banach 空间 
具 RNP. 随后 ,在 1988 年 苏联 数学 家 LexsyHx 又 证 明了 , 自 反 
空间 具 RNP. 

在 这 以 后 , 一 方面 ,一 部 分 数学 家 , 例如 ，Grothendieck，, 对 
算 子 理论 进行 研究 , 得 到 许多 与 RNP 有 关 的 算 子 表示 方面 的 深 
入 结果 .Grothendiek 引入 了 一 些 算 子 类 , 研究 了 有 限 秩 算 子 通 
近 问 题 (AP 等 ) 以 及 利用 某 些 算 子 类 来 刻 划 Banach 空间 的 结 
构 , 取得 了 卓越 的 成 果 . 

另 一 方面 , 另 一 部 分 数学 家 , 讨论 了 Banaoh 空间 的 各 种 凸 
性 、 光 滑 性 及 范 数 的 可 微 性 ,他 们 从 单位 球 的 几何 形状 出 发 来 讨 
论 Banach 空间 的 性 质 . 

一 直到 1966 年 ，M. A. Rieffel 发 现 , 上述 两 部 分 数学 家 所 
考虑 的 问题 之 间 有 内 在 联系 ， 他 引入 了 可 凹 集 的 概念 , 重新 建 
立 了 Banach 空间 几何 理论 与 RNP 之 间 的 联系 , 将 Banach 空 
间 理 论 的 研究 推 到 了 一 个 新 的 阶段 ,取得 了 大 量 的 成 果 . 

目前 ，RNP 研究 基本 上 有 三 个 方面 ，RNP 的 分 析 方 向 研 
究 ，RNP 的 算 子 方向 研究 RNP 的 几何 方向 研究 ， 我 们 将 主 
要 讨论 第 三 个 方面 的 问题 . 如 下 三 个 问题 是 我 们 所 关心 的 : 

(4) RNP 的 充 要 条 件 . 

(2) 哪些 Banach 空间 具有 RNP. 

(3) 具 RNP 的 Banach 空间 有 一 些 什么 性 质 。 

(二 )RNP 研究 的 一 些 主要 结果 ， 
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首先 ,我们 列举 一 些 主要 结果 , 在 $4 中 将 证 明 其 中 的 一 部 


(D 王 具 RNP 的 充 要 条 件 , 

(1) 也 的 每 个 闭 线 性 子 空间 具 RNP (定理 6.4.6)， 

(2) 于 的 每 个 可 分 闭 子 空间 具 RNP (定理 6.4.6)。 

(8) 了 蔗 的 每 个 有 界 集 是 可 目的 (定理 6.4.1). 

(人 于 的 每 个 有 界 闭 凸 子 集 是 可 目的 (定理 6.4.5). 

(5) 并 的 每 个 有 界 子 集 是 o 可 丫 的 (定理 6.4.1). 

(6) 对 于 上 的 每 个 等 价 范 数目 "前, 单位 球 口 ( 肚 , 用 有 是 
可 目的 (定理 6.4.5). 

(7) 于 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 是 它 强暴 露点 的 范 数 闭 凹 
包 ( 定 理 6.4.9). 

(8) 子 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 有 一 个 强暴 露点 (推论 
6.4.13)， 

《9) 对 至 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 下， 子 * 中 强暴 露 太 的 
某 个 点 的 元 在 "中 是 范 秽 的 (定理 6.4.9)， 

(10) 对 了 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 政 ， 玉 有 直径 充分 小 
的 切片 (定理 6.2.2(18) 和 定理 6.4.1). 

(11) 对 于 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 下 ,存在 w*E 玉 \ {0}， 
和 woE 民 ,使 

"(v0) =—supw"(K) 

(定理 6.4.14)， 

(12) 对 马 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 天 ， 集 

{2 2*E€ET*， 存 在 woEK, 使 (mo) 一 supw"*( 慷 )} 在 全 * 
中 秋 ( 定 理 6.4.14), 

(18) 于 的 每 个 非 空 有 界 闭 子 集 包 含 它 的 闭 凸 包 的 一 个 端 
点 (定理 6.4.14)， 

(14) 于 的 每 个 非 空 有 界 闭 集 包含 它 的 凸 包 的 一 个 端点 
(定理 6.4.14)， 
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注 ， 这 一 性 质 叫 做 强 Krien--Milman 性 质 (SKMP). 

(15) 对 [0，14) 的 Borel 集 组 成 的 go 代数 上 Lebesgue 测 
度 , 了 蔷 具 RNP (推论 6.4.2)， 

(16) 总 不 含 加 权 树 (定义 见 下 面 定 义 6.3.2, 证 明 见 AA. 
Ho, srael J. Math. vol. 32 no. 1(1979)59-66). 

(17) 下 具 BPP (定义 3.1.5, 证 明 见 J. Bourgain, Israel 
J. Math. vol. 28 no. 4(1977)265-271), 

(18) 卫 * 是 w* Asplung 空间 (定义 Y.2.3, 证 明 见 Pacifio， 
J. Math. vol. 64no. 1(1976)108-106). 

(19) 也是 Texpdya7 空间 (定义 见 下 面 定 义 6.3.4, 证 明 见 
参考 书 [外 107 页 ). 

(20) 每 个 有 界 变 差 函 数 f. [0, 11> 卫 是 a. 68 Fréohet 可 
微 的 (证 明 见 参考 书 [5]p. 107)， 

定义 6.3.2 ”Banach 空间 也 的 一 个 子 集 全 称 为 一 个 无 限 
树 , 如果 下 列 成 立 ; 

(四 PT- {a Ci, n=1, 2,…}, 其 中 


必 一 豆 (得 十 咒 ， 
车 了 同时 满足 ; 
(全 . 2) [zl<K, 1l<i<2" 本 n=1, 2, ”5 则 称 了 了 为 有 
界 无 限 树 . 又 了 还 满足 ， 
‘名, 8) 存在 分 离 常 数 s 一 28, 即 | 生 一 2 和 3 直 之 一 25, 则 


TJ 了 称 为 有 界 无 限 6 树 ， 
Banach 空间 闷 的 -个 子 集 了 称 为 加 术 树 ,如 果 


T= {0 1<i<2"1, n=—1, 2, +} 
满足 下 列 条 件 ; 存在 一 个 序列 {b; 1<o<2" 5 6 一 1, 2 …}, 其 
中 0<#<i, 

(PT. 2) jal<l, 1<i<2, n=1, 2, 7, 


3234，。 


(oT. 1) w= 1H) a, oS, nl, 2 
(T. 3) 存在 分 离 常 数 s>0， 即 |2 尝 一 61>>e，1<i< 
2 2 


并 且 ,如 果 { 垃 守 + 是 { 的 一 个 子 集 ,使 相应 的 点 构成 一 个 最 
终 左 转 枝 , 则 沁 加 一 十 oo， 其 中 树 的 一 个 校 定义 为 一 个 序列 
{un}21, 使 得 每 个 wn 是 某 个 o,， 且 车 w= 坊 , 则 册 r1 一 094 或 
ola 树 的 一 个 最 终 左 转 枝 指 的 是 一 个 枝 uo}, 对 它 ,存在 一 个 
正 整数 到 ,使 得 当 w> 忆 时 ,车 鸡 在 这 个 村 中 ， 即 必 = won， 对 
某 个 mr， 则 wn+i 一 避 生 。 

定义 6.3.3 一 个 函数 大 [0, 廿 一 开 称 为 绝对 连续 的 ,如 
果 对 任何 。>0， 存 在 3>0， 使 得 当 {(aw, 5)} 是 [0， 蕊 中 不 
相交 区 间 序 列 , 且 有 (0。 一 am) <6 时 ,有 

2 f(a) —f(2n) | <s, 


(我 们 看 到 , 这 与 实 变 函 数 中 的 绝对 连续 函数 定义 是 类 似 的 ， 容 
易 理解 [0, 1]~> 了 节 的 有 界 变 差 函 数 定义 ,可 用 类 似 方法 给 出 .) 

定义 6.3.4 Banach 空间 及 称 为 TexsghYHn 空间 , 如 果 每 
个 绝对 连续 函数 上 [0, 要 一 下 是 a.eErlohet 可 微 的 . 

下 面 叙 述 RNP 与 算 子 有 关 的 充 要 条 件 . 

(21) 对 一 切 有 限 完备 非 负 测度 空间 (Q，,3, 见 )， 每 个 有 界 
线性 算 子 3; 环 ( 由 一 总 是 可 表示 的 。 即 , 存在 本 性 有 界 的 可 
积 函 数 9.8 一 开 ， 使 对 一 切 JETa()， 有 


7(7) = | fyap, 


(证 明 见 参考 书 [5]63 页 ). 
(22) 对 一 切 有 限 完备 非 负 测度 空间 (9, 3, po), 每 个 有 界 
线性 算 子 T， (jw)-> 他 可 以 因子 分 解 通过 有 空间 , 即 卫 =8。 
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其 中 再 、8 是 适当 的 有 界线 性 算 子 (证 明 见 参考 书 [5] 66 页 ). 

(28) 从 OI[0，14] 到 于 的 绝对 可 和 算 子 类 、 可 积 算 子 类 与 
核算 子 类 重合 (证 明 见 参考 书 [1] p. 174)， 

定义 6.3.5 ”一 个 有 界线 性 算 子 也， 下 了 称 为 绝对 可 和 
算 子 ,如 果 对 焉 中 任 一 无 条 件 收 化 级 数 局 mo， 有 癌 Zon 是 绝 
对 收 敏 的 . 

定义 6.3.6 一 个 有 界线 性 算 子 了 : 忆 一 了 称 为 可 积 算 子 
(Pietsoh 意义 下 ), 如 果 存 在 定义 在 紧 Hausdorff 空 间 (U(")， 
w”) xX (UCP"”), w") 上 的 正则 Borel 测度 使 对 一 切 多 ET ， 
wE 了 ,有 

oo) -| DI TY dp 0, 9"). 

定义 6.3.9 一 个 有 界线 性 算 子 ZT， 也 > 了 称 为 核算 子 ， 

如 果 存在 {oC 忆 "，{yo}%-sCY, 满足 条 件 : 
Bilal-lyl<+o, 
使 对 一 切 wE 辽 ， 
To= Deo)y. 
下 面 令 述 RNP 与 向 量 信 的 斩 有 关 的 充 要 条 件 . 


的 o 子 代数 , z(o) E 有 (wy 瑟 ), wlw) 关 于 人马 的 条 件 期 望 是 


2a， 有 
|, VGN -| = dp 
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此 时 记 y= 瑟 (z，22). 

定义 6.3.9 车 {2。,aED} 是 的 一 个 单调 增加 的 o 子 
代数 的 定向 列 ，{ww}aep 是 LQ, 对) 的 元 的 一 个 定向 列 , 如 果 
当 w<B 时 , 瑟 (%8， Zo) 一 wo， 则 {wo,2o} 称 为 一 个 他 值 的 闭 ， 

一 个 也 值 的 蒜 {w。,3。} 称 为 一 致 有 界 的 ， 如 果 存 在 上 之 
0, 使 对 一 切 a, EQ, 有 

[zo) 天 天。 
如 果 存 在 一 个 下 >0, 使 
Jwo lo) rc sR, 

则 称 {zs, 3。} 为 有 界 识 . 

如 果 有 lim | las(o)lan=-o， 
对 a 一致 地 成 立 , 则 {we，34} 称 为 一 致 可 积 款 . 

(24) 每 个 一 致 有 界 了 值 吉 {wa，3w}oen 是 在 Zi， 大) 
范 数 下 收敛 的 (参考 书 [1]p. 272)， 

(25) 每 个 一 致 有 界 总 值 软 {2。,，3。}wew (NV 是 自然 数 集 ) 
是 在 Li(w, 互 ) 范 数 下 收敛 的 (证 明 见 参考 书 [1]p. 272)， 

(26) 每 个 一 致 可 积 、 有 界 ZX 值 园 {La Zujep 是 在 Da 
于 ) 范 数 下 收敛 的 (证 明 见 参考 书 [p. 272)。 

(II) 瑟 " 见 RNP 的 充 要 条 件 . 

(1) 了 * 具 KMP( 定 理 6.4.22). 

(2) 互 的 每 个 可 分 子 空间 有 可 分 的 共 叔 (定理 6.4.22)， 

(3) 马 * 的 每 个 可 分 子 空间 线性 同 胚 于 可 分 共 罗 空 间 的 子 
空间 (推论 6.4.27)， 

(4) 于 * 不合 有 界 元 限 6 树 (证 明 见 参考 书 [5]p. 195)， 

(5) 且 是 Asplund 空间 (定义 见 定义 7.2.1, 定理 7.2.7). 

(6) 对 某 个 p, 1<p 忆 十 co，Lo(w， 慑 ") 具 RNP (证 明 见 
参考 书 [5], p. 198). 

(7) 对 每 个 p, 1<p 达 十 oo, Lo(1, 了 ) 具 RNP( 证 明 见 参 
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考 书 [5], p. 198)， 

(IIT) 下 列 空间 具 RNP, 

(1) Hilbert 空间 (定理 6.4.32), 

(2》 自 反 空间 (定理 6.4.82). 

(3) 亚 自 反 空 间 ( 见 参考 书 [5]p. 219)， 

(4) 具有 界 完 备 基 的 Banach 空间 (定理 6.4.38). 

(5) 对 任何 刀 , (了 ) (定理 6.4.84)， 

(6) 当 互 。 具 RNP 时，(> 加 及。)p,1<p<< 十 oo0( 见 参考 
书 [5]p. 218). 

(7) 当 革 具 RNP 时 , Lp(u 半 ), 1<p<< 十 oo ( 见 参 考 书 
[5]p. 218), 

(IV) 下 列 共 轿 空间 具 RNP. 

(1) 于 * 是 可 分 共 空 间 ( 则 了 * 具 RNP) (定理 6.4.22). 

(2) 于 * 是 WOG 空间 ( 则 了"* 具 RNP) ( 见 参考 书 [5]p. 
219), 

(3) 于 是 非常 光滑 的 ( 则 互 " 具 RNP) (定理 6.4.35). 

(4) 了 是 WOG 共 轿 空间 的 子 空间 , 则 了 具 RNP( 参 考 书 
[51 p. 219). 

(V) 下 列 空间 不 具 RNP. 

(1) oo 0, 1 上,.[0, 1] (定理 6.4.36). 

(2) Li[0, 刁 ( 定 理 6.4.36). 

(3) C[0, 411( 定 理 6.4.36). 

(4) 0(Q), 其 中 9 是 紧 Hausaorff 空间 ( 见 参考 书 [5] p. 
219). 

(5) Ta(u), bw 不合 原 子 ( 见 参考 书 [5] p. 219). 

(6) 卫 含有 界 无 限 5 树 (参考 书 [5],p. 127). 

(VI) RNP 空间 所 具有 的 性 质 . 

(1) RNP 在 线性 同 胚 之 下 是 不 变 的 (定理 6.4.7). 

(2) 若 卫 是 Ww 序列 完备 的 , 且 了 ”有 具 RNP, 则 总 是 自 反 
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的 (推论 6.4.29). 

(3) 车 卫 " 具 RNP， 则 于 的 每 个 有 界 序 列 含 w Oauchy 
子 序列 (推论 6.4.28). 

(4 车 全 " 具 RNP, 了 是 于 的 商 空 间 , 则 了 "* 具 RNP ( 推 
论 6.4.80), 

(5) 车 了 是 子 的 闭 子 空间 , 且 了 Y', (了 /7)* 具 RNP， 则 
于 * 具 RNP( 见 参考 书 [5] p. 210). 

(6) 车 了 是 的 闭 子 空间 , 且 之 /了 ,了 具 RNP， 则 蚤 
具 RNP ( 见 参考 书 [5] p. 211). 

(7) 若 瑟 是 严格 凸 Banach 空间 , 则 对 自 RNP， 当 上 且 仅 
当 Za[0， 局 到 三 的 全 体 有 界线 性 算 子 组 成 的 Banaoh 空间 
B(Li[0，1 二 ， 了 驻 )( 以 算 子 范 数 为 范 数 ) 中 达到 范 数 算 子 在 
B(Li[0, 4, 区) 中 范 稠 ( 见 J. J. Uhl. Jr., Pacific J. Math. 
Vol. 63. no. 1.(1976)292-300), 

(8) 若 际 是 可 分 的 Banach 空间 , 则 

防具 RNP > 和 "是 可 分 的 〈 定 理 7.2.5)， 

(9) 车 马 " 具有 RNP, 则 互 不 含 子 空 间 线性 同 胚 于 六 〈( 见 参 
考 书 [5] p. 215). 

(10) RNP 二 KMP( 定 理 6.,4,8)， 

(三 ) 一 些 新 进展 . 

(1) 已 知 ,车 于 具 RNP, 则 了 不 含有 界 元 限 6 树 . 

J. Bourgain & 五 . P. Rosenthal 举 出 反例 说 明 其 道 不 真 
(J. Bourgain & H. P. Rosenthal, Tsrael J. Math, 87 (1980) 
54-75). 

(2) J，Hager 举例 说 明 Sohur 空间 芒 RNP 空间 (J. 
Hager, Studio Math. 60(1977)no. 8,289-308), 

(3) 丁丁 Uhl 和 J. Diestel 问 , 已 知 

了 了" 具 RNP 6 子 的 每 个 可 分 子 空间 有 可 分 共 思 ， 
那么 也 具 RNP, 并 且 革 是 可 分 的 多 开 线性 同 胚 于 某 个 可 分 
,329 ， 


共 罗 空 间 的 子 窑 间 ，P. W. “Wecarthey 他 及 0. Obrien 举 出 
反馈 ,予以 否定 回答 (P 了 . W. Wecarihey & R. G0. Obrien, Proo. 
A. M. S. 78(1980)40-42). 

(4) J. Bourgain 证 明王 具 RNP 人 二 下 的 每 个 w 闲 有 界 
集 含有 它 的 凸 包 的 端点 (J. Bourgain, Compositio Math. 36 
(1978)no. 1, 8-6). 

(5) 已 知 卫 "WCOG=>X* 具 RNP, 但 4. A. Edgar 给 出 例 
子 表明 卫 ”“ 具 RNP 坊 “是 WOG. 并 且 G. A. Edgar 在 同一 
文章 中 指出 互 " 具 RNP 鸭 工 " 中 存在 等 价 共 思 范 数 是 Ww LUO 
的 (Lecture Notes 794# (1980) Springer-Verlag 31--37). 

(6) J. Bourgain 证 明 及 具 RNP 了 的 每 个 具有 了 有限 维 
Schauder 分 解 的 子 空间 具 RNP(J. Bourgain, Stwdim Math. 7 
LXVIIT(1980) 135-147)， 但 球 具 RNP 是 否 当 且 仅 当 了 革 的 
每 个 具 基 的 子 空间 具 RNP 的 问题 仍 是 尚未 解决 的 一 个 问题 . 

R. 4. James 认为 目前 有 关 RNP 的 一 个 重要 的 尚未 解决 
的 问题 是 卫 具 KNP 怨 于 具 RNP, 

(四 )RNP 讨论 中 的 一 些 方法 。 

(1) 三 个 等 价 条 件 的 证 明 。 


SS ep, 
> < Ny, 
每 个 有 界 了 一 每 个 有 界 子 集 
集 是 可 四 的 。 “Davis~ Phelps(1974) ”是 a 可 四 的 
Riffel，Hu 人 ff，Maynard 利用 向 量 测度 关 于 测度 p 在 BE 
2 上 的 平均 值 概念 来 证 明 . 
Davis-Phelps 利用 凸 集 的 拓扑 性 质 进行 证 有 明 . 
(2) RNP 的 一 个 古典 结果 是 Dunford- Pettis 定理 . 了 "可 
分 之 部 具 RNP， 现 在 , 利用 当 耻 * 可 分 时 , 式 " 中 Ww" 紧 凸 集 
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的 性 质 给予 证 明 . 

(3) Lindenstrauss 将 自己 关于 五 具 习 MP 的 证 明 方法 证 
明 RNP=> KMP. 

(4) Huff-Morise-Stegall 利用 Haar 组 方法 证 明 ， 

卫 * 具 RNP 人 SX" 具 KMP., 

(5) Phelps-Namiko 利用 切片 方法 讨论 RNP 与 集合 的 强 
暴露 点 之 间 关 系 , 也 讨论 了 RNP 与 Aspland 空间 的 关系 ， 

(6) Qhatterji 和 Metivier 用 识 来 讨论 RNP 的 特征 ， 


$4 RNP 的 若干 定理 的 证 明 


定理 6. 和 .1 对 Banach 空间 工 , 下 列 条 件 是 等 价 的 ， 

(1) 开具 RNP. 

(2) 于 的 每 个 有 界 子 集 是 可 凹 的 . 

(3) 及 的 每 个 有 界 子 集 是 o 可 目的 . 

证 明 ，() 一 (2) 假设 邓 有 一 个 有 界 子 集 4， 使 4 是 不 可 
币 的 由 可 耳 集 定义 知 ,存在 s>0, 对 一 切 2E4, 有 

EcOCA\ Bl2)). 

令 Q= [0, 1)，3 了 是 [0, 1) 的 一 切 Borel 子 集 组 成 的 o 代 
数 , jp 表示 了 上 通常 Lebesgue 测度 . 

下 面 将 构造 一 个 有 界 变 差 、 4 连续 的 向 量 测度 m: -> 子 ， 
使 公关 于 公设 有 RN 导数 . 

首先 ， 归 纳 定义 [0, 1) 的 一 个 分 割 的 序列 {zs= {T3 …， 
7»}; 其 中 为 两 两 不 相交 的 半 开 区 间 , 使 得 


[0, D = {Ds. 
定义 一 个 简单 函 数 序列 {P 0 一 4; n 一 1，2,…} 如 下 ， 
f(D) = iz), 
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其 中 HEA, 1<i<s2o R=1, 2 pp 
使 得 { 访 (b} 人 2: 满足 : 
@ Mntl 是 Tn 的 加 细 ， n=1, 2, ""°, 


@ 3 是 包含 Lj mo 的 最 小 5 代数， 

@ | 态 的 -AnaG1>e mi2 ET 

四 ,fda | < 0 
i=1, 2, «0, p. 

@ m( 杷 一 lim| ,fap 存在 ,对 每 个 如 E 


我 们 先 假设 这 样 的 序列 存在 , 导致 矛盾 ! 然后 说 明 这 样 的 序 
列 在 4 不 是 可 凹 集 情 况 下 确实 是 可 以 构造 的 ， 
设 天 一 sapfizj; 2€ 4}, 我 们 有 


Im(B)) -lim||, fo |< | ,1D Nat Mu), 
所 以 ， | 
lml CB) sup mBl<M sap rE) = Mu(E), 


其 中 wz 是 有 的 任何 分 割 . 从 而 m 是 有 界 变 差 的 , 且 若 ww(8) = 
0, 则 p(B) 一 0, 故 四 还 是 /连续 的 ， 

由 于 my.( 恕 ) 一 | ,fndh，V 如 E23， 定义 了 一 个 向 量 测度 ， 
因此 ， 根 据 Dunford & Scohwatz，Linear operator I 第 IV 章 
$10 定理 6 知 ，%( 恕 ) 一 lim | fdjw，V 如 E 台 也 定义 了 一 个 
向 量 测度 ， 这 就 是 说 m 是 有 界 变 差 、n 连续 的 向 量 测度 ， 由 于 
了 E32, 有 


m(B)= | f ap. 
对 每 个 % 令 


+ 832 ， 


gn t) = -ss dp )z,, 2 到 XI 9 


则 g(t) ELilu, 玉 )， 且 On 是 简 单 画 数 

我 们 有 

fl DF Nlg fu n>0. (6.7) 

事实 上 , 邻 U,. Lilp, A)— Li(y, XX)， 
AI 
Uh=hs= 总 Gy | av xo, VhELi(h, X), 
则 

osha [tno Bl], honl 


< laon=] lala = lola 
因此 ， [Ul <1, 日 Us,f = g,. 
由 于 加 是 包含 Uw 的 最 小 o 代数 ， 故 形 如 下 式 的 简单 函 
数 ; 
h=S bxs, BE Ur EX, 
在 Li(p, 下 ) 中 是 范 笛 的 . 
对 任何 se>0, 选 妨 如 上 形式 , 使 及 一 了 lan 忆 豆 . 不妨 设 
= 襄 bas 其 中 及 Emo 则 当 m>m 时 , 有 0s, 如 因此 ( 记 
外 | ce zy 为 | “全 )， 
BA Pea 
=|f—hlt IUs,h— Us, ls 
<2]f—hli<e. 
从 而 1f 一 gs1: 一 0， 即 (6.7) 式 成 立 . 


由 于 {gn} 守 1 是 Lp, 下 ) 中 的 一 个 Cauchy 列 ,又 
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|f,— gl = [lf sl pw = | 队 x 一 名 加 六 zj 


-1 | 好 | - 侣 六 | op -| WmTO— mIO! 


Et keod rz 


og fap lim |, ful | 
Sum|], (人 一 Face))ar| 


BD -二 
故 
[fo—fairli< {fo— ght lg ~ gorrlst gnrs—fnrrla 
< 亩 rt [9 一 gortl. 


由 此 , 即 知 {J 也 是 五 (jo, 开 ) 中 的 Cauohy 列 ， 

但 由 (8) 知 ,对 一 切 名 

Hf JD) fun lp> sp (9) ~, 

这 是 一 个 矛盾 ! 

下 面 我 们 说 明 {mo}!1 和 {区 1 在 4 不 是 可 四 集 情况 下 
是 可 以 具体 构造 出 来 的 . 

令 mo={[0 4)}, 选区 EA 令 . 几 (的 一 四 vton (及 ， 

因为 4 不 是 可 四 集 ， 由 可 四 集 定义 知 , 存在 s>0， 使 得 当 
2CE4 时 ,有 

+E0( A\B,(®)). (6.8) 


特别 地 , a8E 60(4\B。Co8)) 克 存 在 入 一 训 中 加 ,使 
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其 中 四 E4, 且 | 寻 一 ze oa} 二 0, j=1,…',， Pi, Sd-1. 由 
于 妇 的 天 达 式 中 并 不 要 求 中 各 不 相同 , 故 可 假设 中 < 地 (1<i 


<p), 
令 一 {7 了 4 卫 …, IT3, }》, 其 中 如 为 半 开 区 间 , 县 (13) 


一 Cl， 了 一 1，…， 2D1。 
令 及) = 名 sjxn 00). 
以 下 归纳 地 定义 ,假设 wm 一 {于 …， 区 .} 和 
.0) = rye Ct) 
已 经 定义 好 了 ， 再 利用 (6.8) 式 ( 即 4 的 非 可 站 性 ), 知道 存在 
oe, oh E A, > "Ll, $l 


3 


Dn, 使 


[2 — zt|>s, j=1, Qi, 6=1, ‘°° Dns 


且 对 j=1， “", Pr, 有 


f£ 
wr _ b> Cedi 
一 1 


、 js 1 ， ， 
同样 ， 可 以 假设 cy < j=1, “gi 4 一 工 0 
将 五 (i=1，…,p，) 分 割 成 半 开 区 间 If”，…:，Z4r”， 使 
nL(IY®) =o" (TY), j=1, 0 5 一 工 ， 令 


mo 一 人 TY T<6<2 1<I<g} 
PD % 
且 fo 四 一 六 六 地 i 人， 


这 样 就 得 到 {zo} 和 { 记 } :下面 验 证 它们 满足 所 要 求 


的 五 条 性 质 . 
@ 从 作法 容易 看 到 wwii 是 ws 的 加 细 。 


1 
< 
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@ 假设 下 是 由 上 | mo 所 生成 的 e 代数 . 


由 测度 论 基 本 知识 , 我 们 知道 是 由 P={[a, 5), 0<o< 
5<1} 生成 的 o 代数 .因此 , 显然 , C3. 

又 任 取 [4, 5) €E 已 根据 {zen}zs 的 作法 知道 , 存在 某 个 分 
割 wy, 使 6 ET3h, 5ETG, THN 及 =, 故 | 


$2 _ 
[cx， CH B= [ox, by), 


上 且 0<c-an<uGi< 工 


广 ，0<5 一 rs 一世. 


和 
对 mx 有 [6, 50)C 局 好 三 [owe bw+i), 其 中 aE T+ 
DEZ89， 且 


1 
Db 
Ni OP bs< yi 


显然 ，[@xyri Dw+1) CC [ar bx)， 用 同样 方式 继续 下 去 ,得 
到 一 列 {[exws， Dwzw)}221, 其 如 下 性 质 ， 
(A) [@wrwri, Owssri) CE [w+ Dntg), E=0, 1, 2, 0. 
(B) [eg, BC [Gaywrr, bwrn)s E=0, 1, 2，-…， 
1 


(0O) 0<a— nry < 万 二 IT， 0 委 一 Dr < 机 


0O&ao~ ww 天 


-了 工 
十 有 十 工 ” 
k=0, 1, 2，…， | 
由 此 ,得 到 [4, 5) 一 站 [extw, bxm) E23 所 以 PC3 从 而 
C3 故 习 -下 因此 加 成 立 , 
@ 我 们 有 ,对 任何 4E [0, 1)， 
f=fon 1 -|S 0) -0 | 


>inf [2 — 2 | >s, 
Lh] 


@ 因为 ,对 任何 % 及 5=1,…, pw, 有 
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_ 名 | o'rgm ( 圾 ) dy | 
-|mrGD — | Byrn Dal 
= | -8 9") | 
A 
0 六 oloog9| 一 
并 且 ， 


< nenp 
外 CO RRO A 
OO : 


a ") < hI) 


=—u(1? 


We- ye 0 (furm lt) — farmsslt)) dn 


< (Brtt) P< TD). 


即 @ 成 立 ， 
加 为 了 证 明 @@ 我 们 下 面 分 四 步 进 行 。 


(A) 设 台 是 由 [mo 生成 的 代数 , 则 对 一 切 尽 E 马 ,有 
lm | (9au 存在 ， 
事实 上 ,对 任意 召 E 咏 ,存在 一 个 固定 的 分 割 mo 使 


-1 n(H) 
其 中 也 和 让 Pa Emma。 故 当 n>n( 召 ) 时 ， 
337。 


习作 CGO-AnGD)m 


LB), VEk. 


|, 0) -fam ap 
< 翌 去 WA) -六 


从 而 ] 记 (Dap 是 卫 中 Canehy 列 ， 因 此 ,对 每 个 恕 E, 


lm | (Dd 存在 . 
(B) 设 mv( 可 =| oa Y 盏 E3 则 mm 是 3 上 的 向 量 


测度 ， 下 面 证 明 mw。 是 一 致 可 数 可 加 的 . 即 车 {如} 是 中 
两 两 不 相交 的 集 列 , 则 


lim (mm (UB) -mE)) -0 


对 一致 地 成 立 . 
事实 上 , 令 有 =snpflzl ws€4}, 对 一 切 BED, 
| RAOUL I EAGIR 3 oe (6.8) 


又 因为 避 1(D) 一 从 (UB) 二 十 co， 故 当 上 ->co 时 ， 
名 (ZB 一 0, 因此 ， 对 任何 8>>0, 存在 玉 , 当 上 放下 时 ， 有 


曙 w(29< 音 


于 是 对 一 切 n, 当 &> 开 时 ,有 


"ml Ua)|=| Sm)| 


外 
< 思 ImCmD1 < 加 Mn(BO<M 二 -sa 
这 表明 m 是 一 致 可 数 可 加 的 . 
(0) 设 如 生成 的 o 代数 为 多 由 于 mc3 故 3C 和 
另 一 方面 , 显然 , 也 故 2C2。 因此 兄 生成 的 e 代数 
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就 是 也 
(D) 根据 向 量 测度 的 定理 ( Dunford & Sehwatz, Linear 


operator 工 第 1Y 章 引 理 8.8) 知 道 ,对 一 切 召 E 马 lim| /CD 


存在 ， 这 表明 @ 成 立 . 
这 样 束 完成 了 (了 D 沪 (2) 的 证 明 . 口 

(2 一 (3) 是 显然 的 ， 

(3) 坊 (了 D 令 (Q, 3, pw) 是 有 限 非 负 测 度 空间 , ”na: 3 一 互 是 
有 界 变 差 , pw 连续 的 向 量 测度 . 

下 面 分 四 步 进 行 . 

@@ 由 于 |ma|(O) 是 有 限 的 , 故 存在 一 个 不 相交 的 序列 {4 小 


CD 使 品 和 = 2， 且 对 固定 的 四 当 4E 马 4C 如 时 ， 有 


Js 的] 是 有 界 的 。 (事实 上 ， 由 纯 量 Fadon-Nikodym 定理 
知 ， 存 在 |m| 关于 的 Radon-Nikodym 导数 PE TIC)， 令 


A,={w@; 7 一 Ts<o(o) 二 计 ，2 一 1 2，…， 故 由 pEDa(u) 及 
| (2)<+oo 知 ,对 N={o; p(w)=o0}, up(N)=0. BQ= 


(局 4 )UN. 当 4C4, 时 ， 


or-DaCOslmlC=| .pan<nu(4)， 


故 a- TS 生 ，<n( 我 们 总 考 上 (4A) 了 0 情况 ). 


四 下 面 证 明 ,对 每 个 。>>0, 4E p(4)>0, 存在 BCC4, 
BE3, w(B)>0, 使 diam A4s(m) 志 8, 其 中 


Aa(m) - {2 BcB, pA4)>0l. 


事实 上 ,由 于 p(4)>0, 且 8- (U4,。)UN， 故 存在 n， 使 


A(4n4)>0,， 根据 4, 的 性 质 ( 见 @ 证 明 ) 知 ， 44.(m) 是 有 界 
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的 ,其 中 4 4, 门 4， 由 条 件 (3) 知 ，A4(m) 是 a 可 四 的 。 因 
此 由 o 可 目的 定义 知 , 存在 OCA4', pO0) >0， 使 得 当 记忆 0, 


om 过 0， > n==1, 2, …, 县 


(oj _ mCD,) 
pc 


时 , 至 少 有 一 个 no, 使 得 


-人 


此 时 ， 著 sap 和 | 2 2 | Bcoj<。 则 diam AoCm) 
<28， 即 C 就 是 所 求 的 集 B， 否 则 令 入 是 大 于 等 于 2， 且 在 下 
述 意 义 下 最 小 的 整数 , 存在 OCo， woD> 交 且 


m01) _ m(O) 
人 (Ca ) LO) 


已 


注意 到 ， 
m0) _ oO _ p00) (CO ,LOCNOD 
WO LO HAO) GCC pl(0O) 


Eco(As(m)), 
我 们 看 到 , 若 此 时 有 
| mE) m0O) 人 
sop| pr 2 Bco\0: }<s, 


则 diamAwc,《m) 志 28, 这 表明 O\Oi 就 是 所 求 的 B. 
否则 , 令 及 是 大 于 等 于 广 的 整数 , 且 久 是 在 下 述 意义 下 最 


小 的 整数 , 存在 CoCOVO，， pc > 天 且 


| m (Oa) TtO) 


KGa) pO) |>. 


m(O0) (CD ,OH 


。 十 m(O,) 。 MKCOa) 
MO) WO01) nO) plOa) WO) 


m(O\O\Os) , Ww(O\O1\0,) 
MO\Oi\Os) MO) 
€ CO (44 (m) ) 本 
依 上 面 方法 继续 下 去 , 若 对 某 个 整数 b， 有 


mB) MO) | . 
sop{| 2 ~ 2 |; Eco\0s ON < 


则 令 B=O\O\:…\O%, 2 即 所 求 的 . 
否则 , 得 到 CO 中 两 两 不 相交 的 子 集 的 序列 {0。}21，j(On) 


站 


(B) 着 CO\WJ0,, BE 到 是 |2 汤 -20 |>s, 
则 p(B) < . 

mO) _& m0O,) LO 

(0) po So mG 
WA “Oa yi 
(OAH) 

人 fo 1=1, 3， … 是 有 界 的 , 故 

n(o\ Uo, 

lim p( ON\ U0,)- wu 人 (cv UO,) #0 


(事实 上 ,否则 


m(O0,) IO) ~ 


Aw(m) 是 可 四 集 矛 盾 ! ) 
令 B-CNUOw 则 mA( 有 >0， 且 对 一 切 至 C 妃 AN( 瑟 > 
0 


;有 
Ee 


这 表明 diam hs(m) <s (事实 上 ， 若 有 再 CC 及 (本 >0， 
mBE)_ m(O) 和 , 

| m0) |>。 则 ION yl, 

由 (B) 有 对 一 切 1 (8) < 但 是 , (OD) > 二， 旦 C 是 两 


两 不 相交 的 ,所 以 ,六 六 < 六 pC")<+oo, 所 以 lim 7 了 ~ 
0, 因此 , z( 本 <lim 了 了 一 0， 矛 后!) 

@ 我 们 将 证 明 ， 对 加 定 。>0， 存 在 两 两 不 相交 的 序列 
{B,C a p(B,Ce))>0, Vm p( OV Bole) )=0, 且 


对 每 个 mp diam 4Agp,s)(m) <s. 


意义 下 最 小 的 正 整 数 石 ， 使 得 存在 瑟 E 马 1( 肋 )> 让 ， 且 


diam 4z (om)] se2. 
考虑 从 如， 再 应 用 @@， 存 在 一 个 在 下 述 意义 下 最 小 正 整 


数 加 > 大， 使 得 存在 BE€3， 本 CC 维 也 N(B)>- 才 -， 且 


diam Ap, Cm) 去 之 
以 这 种 方式 继续 下 去 ， 得 到 一 个 非 减 正 整数 序列 {f,}r-1 


多 一 并 
和 {[ 刀 JiC3 使 对 每 个 几 配 c 愉 站 加 A( 权 )> 直 。， 
diam Ap, (m)<&. 


(车 做 到 有 限 步 时 ， 及 (Q\ 过 召 ) ~0， 就 中 止 ， 即 得 
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所 要 的 结论 @. ) 

令 B-Q\ UU 如, 车 hp(B)>0, 再 应 用 @, 有 cB, RE 
2, LLB)>>0, 使 diam 4a(oz) 生 8s。 但 是 , 另 一 人 
UU vL, 帮 ( 国 < 二 y1, 但 w( 权 > 元 ,V1, {EB} 


是 两 两 不 相交 的 , 故 加 二 < 六 1(BD) <+oo， 从 而 


1 


Fi 


p(BE)<lim 


这 个 矛盾 表明 w(B) pp 人 A 妈 )=0， 所 以 , {如 ,se)}1 即 


为 @@ 中 所 求 的 . 
名 对 任何 s>0, 定义 


fi(0) = BY poco), 
则 下 (w) ET 下 ), 令 
m(B)=|, flo)dp, VEED,. 
对 总 的 任 一 分 着 m， 
Bl -m= | me) | fanl 


< D3 | mBN Es)) A | 


S| mBNE,(e)) _ mEa(e)) 
< Be)) 


(ee) 


< Yen BN Ee)) en 0). (6.9) 
因此 ， lim |m— nl 2) =0, 故 
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lim [ms— m1 2) =0, 
于 是 ， lim [lf ~flon 0. 


选 。= 广 , 则 { 广 ]%1 是 石 (p, 芷 ) 中 Cauehy 列 ， 放 存在 
lim | fs—flan—0. (6.10) 


这 就 得 到 m( 妃 ) -| fh, Y 召 E3, 事实 上 ， 因 对 一 切 卫 E 
由 (6.9) 有 
(mB) ~—mi(B)|<4 u0). 


放 mm ( 媚 ) 一 > m( 召 ), 又 


fe fa 
<| lf-flan >0 (C6.10)). 


[mam 


从 而 my (2) > | Ja 因此 m(B)=| fap 
这 表明 m 关于 性 具 Radon-Nikodym 导数 ， 由 于 (Q, 2, 内 及 
的 任意 性 知道 , 卫 具 RNP， 口 

推论 6.4.2 若 和 是 Banach 空间 , 则 

四 具 RNP 仿 五 关 于 ([0 1), 2, 内 具 RNP， 其 中 3 是 
[0, 1) 中 的 Borel 集 的 a 代数 , p 是 习 上 的 Lebesgue 测度 . 

这 从 定理 6.4.1 的 证 明 中 就 可 看 出 . 

定理 6.4.8 若 ( 人 ,上 .站 是 Banach 空间 , 则 

(ZX, 上) 具 RNP 驴 对 任 一 等 价 范 数 上 《及 ,和 上 D 其 
RNP © 对 某 个 等 价 范 数 是 ( 子 , 上 有) 具 RNP. 

证 明 , 设 4C (了 ,用 是 新 的 等 价 范 数 的 有 界 子 集 , 则 4 
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也 是 原来 范 数 ‖ .| 的 有 界 集 ,由 于 (并 ，f | 具 RNP, 故 对 任何 
8>0, 存在 zE4， 使 

ws 00(A\BII (we, 8)). 
设 对 某 个 o>>0, Bi (zs, 8) CBrs(ve, 8), 则 

ws co(A\Brn(vs, as))， 
从 而 4 是 (了 , 修 册 中 的 可 四 集 , 由 定理 6.4.1 知 , (及 ,用 .人 只 
RNP. 口 

注 ; 从 定理 6.4.3 证明 中 看 到 ， 有 界 集 的 可 四 性 是 在 等 价 
范 数 下 不 变 的 ， 

引 理 6.4.4 如 果 怀 包含 一 个 有 界 非 空 不 可 四 集 4, 则 了 
包含 一 个 有 界 闲 凸 均衡 集 也 ， 使 int 五 关外 且 吾 是 不 可 站 的 ， 
特别 地 ,int 瑟 不 是 口 可 外 的 ， 这 时 ,， 交 能 再 赋 范 , 使 新 范 数 下 
的 单位 球 是 不 可 四 的 , 且 新 范 数 下 单位 开 球 不 是 o 可 四 的 . 

证 明 ， 由 定理 6.2.2(6) 知 ， 刀 一 4U( 一 4) 是 不 可 各 的， 
由 定理 6.2.2(5) 知 ，4sa= oo(4i) 不 是 可 四 的 , 再 由 定理 6.2.2 
(3) 知 ，4s= hs 十 (有) 不 是 可 目的 令 B 一 4s, 则 0E€intB， 
且 B 是 不 加 四 的 有 界 非 空 闭 凸 均衡 集 ， 故 由 8B 所 决定 的 
Minkowski 泛 函 是 及 上 的 一 个 等 价 范 数 . 由 定理 6.4.8, BB 在 
新 范 数 下 也 是 不 可 站 的 ， 又 由 定理 6.2.2\J12) 知 ，int 召 不 是 
5 可 站 的 口 

定理 6.4.5 若是 Banach 空间 , 则 

及 具 RNP 驴子 的 每 个 有 界 闭 同 集 是 可 巾 的 . 

今 每 个 等 价 范 数 四 .由 的 ( 闭 ) 单位 球 是 可 四 的， 
坊 每 个 有 界 开 十 集 的 范 数 闭 包 是 可 由 的. 

证 明 ， 由 引 理 6.4.4 知 ， 若 也 的 每 个 有 界 闭 凸 集 是 可 症 
的 , 则 下 的 每 个 有 界 子 集 是 可 四 的 .又 由 引 理 6.4.4 知 , 若 总 
的 每 个 等 价 范 数 单位 球 是 可 种 的 , 则 且 的 每 个 有 界 子 集 是 可 加 
的 ， 再 由 引 理 6.4.4 知 , 若 立 的 每 个 有 界 开 凸 集 的 范 闭 包 是 可 
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凹 的 , 则 下 的 每 个 有 界 子 集 是 可 咎 的 ， 再 根据 定理 6.4.1 即 得 
所 要 的 结论 ， 口 

注 ; 车 仅 知 一 个 等 价 范 数 的 单位 球 是 可 四 的 ， 并 不 能 得 到 
己 具 RNP. 事实 上 , M. Edqelstein 证 明 co 具有 一 个 等 价 范 数 ， 
使 新 的 等 价 范 数 的 单位 球 是 可 四 的 ， 且 新 单位 球 没有 端点 ( 见 
M. Edelstein, Pacific J. Bath. 46(1978)111-114). 

定理 6.4.6 车 了 是 Banach 空间 , 则 下 列 条 件 等 价 ， 

(DD 对 具 RNP. 

(2) 了 的 每 个 闭 线 性 子 空间 具 RNP, 

(8) 于 的 每 个 可 分 闭 线性 子 空间 具 RNP. 

证 明 ，(J) 瀛 (2) 令 太 是 站 的 闭 线性 子 空间 ， 任 取 了 中 
的 有 界 集 4, 显然 , 4 是 卫 中 有 界 集 ， 由 定理 6.4.1 知 ，4 是 
也 中 可 由 集 , 故 对 每 个 s> 0, 存在 vE.4, 使 

wEco(A\Br(e, 8)), 
但 co(4\Bzx(w，a)) =o0C4\ Bulw，e))CM, 敬 4 是 训 中 的 
可 四 集 ,再 由 定理 6.4,1 知 , M 具 RNP， 口 
(2) 芒 (38) 显然 . 
. (8) 坊 (D 任 取 节 的 有 界 子 集 4. 

任 取 {zwjgi CA4， 令 于 os8pom {ms}， 则 也 是 对 的 可 
分 闭 子 空间 , 且 {ww}%1 是 卫 o。 中 有 和 界 集 ， 由 条 件 (3) 知 ，{en}21 
是 也。 的 可 町 集 , 套 {w,}21 是 了 的 可 四 集 (由 (D 瀛 (2) 的 证 明 
知 )。 再 由 定理 6.2.2( 儿 知 , 4 是 可 回 集 (可 四 集 的 可 分 决定 
性 )、 因 此 , 节 具 RNP. 口 

定理 6.4.? 若 卫 具 RNP, 又 了 是 Banach 空间 , 且 存 在 
了 TD, 于 玫 > 了 是 一 个 线性 同 胚 , 则 了 具 RNP. 

证 明 ， 对 任何 有 限 非 负 测度 空间 (9, 马 从 ， 令 mm: 3 一 了 
是 一 个 有 界 变 差 、 4 连续 了 值 的 向 量 测度 , 则 了 “1m: > 于 是 
一 个 有 界 变 差 .4 连续 了 值 的 向 量 测 度 , 由 于 也 具 RNP, 故 存 
在 fEIi(m, 子 ), 使 对 每 个 加 EB 有 
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(Tm) (= | fa. 

根据 Bochner 积分 的 性 质 ( 见 Hille & Phillips « 泛 函 分 析 
析 与 半 群 >, 吴 智 泉 等 译 ,p.108), 了 TJE TA(j, 了 ), 且 对 每 个 再 E 
2,， 有 

m(B)—T((P-m) (B)) =T | flo)dn=| TF) dp, 
这 表明 卫 也 具 RNP， 口 
定理 6.4.8(Lindenstrauss) 车 证 是 Banach 空间 , 则 
忆 具 RNP 之 开具 KMP. 

证 明 : 令 如 是 闷 的 一 个 非 空 有 界 闭 凸 子 集 ， 由 于 闷 具 
RNP, 根据 定理 6.4.1 知 , B 是 可 问 的 , 

对 任何 s>0, 存在 mEB, 使 

mo0( B\B(z, 信 )). 
$0 1=50(B\B(%, 号 让 由 Bishop Phelps 定理 ， 存 在 必 人 
开 "， 使 对 某 个 bo€B, 有 
supwi(01) <sup%wi(B) =wi(bo), 

令 妃 一 了 2€B; z1(6) 一 wi(b00)},， 则 Bi 是 B 的 有 界 非 空 闭 
凸 端 子 集 , 再 根据 了 具 RNP 知 , Bi 是 可 四 的, 故 存在 23€ Bj， 
使 

m400(BN\B (mm， 夯 ))， 
令 0,-06(B\B (ws，- 吝 )). 同 上 面 方法 ,利用 Bishop-Phelps 
定理 ,用 E 了 "使 得 对 某 个 5.€ B1, 有 
sup 2 (02) <sup oi(Bi) 一 好 (0)。 
今 Bs={6E Bi; v3(0) =o2(010)}. 

继续 这 个 过 程 ， 得 到 一 列 非 空 有 闭 凸 集 {B,}%1 满足 下 列 

条 件 : 


BOBD BO.…DO B,D.…, 
Batt 是 B, 的 闭 凸 端子 集 , 且 diam B,< 吉 -7，( 事 实 上 , 任 取 
6EB,, 则 2E€B,-1， 从 而 

OO =r(b1) >supo(O,), 
故 Rr. Ce 辫 )>B. 1\B we, 译 ). 
故 5EB(%,， 训 )， 因此 ， BCcB(w， 志 )， 从 而 diam B.< 
[a 
区 可 

由 于 空间 支 是 完备 的 , 故 存 在 zE 马 ,使 
NB.- {2}. 


因此 , 2 EextB. (th, 若 ” + 各 z, 其 中 y, z€.B， 则 
对 每 个 %，w (2) 二 中 (二 二 walz), 由 于 Bi 是 Bs 端子 集 ， 
故 y,zE 门 B,, 从 而 ys 一 w 这 表明 wEextB,) 由 定理 3.2.3 
知 , 这 时 每 个 有 界 闭 韦 集 4 是 它 的 端点 ext 4 的 闭 凸 包 , 即 
A=co(ext A) 
这 表明 对 具 KMP.， 口 
注 ; Lindenstrauss 首先 证 明石 具 及 MP, 然后 用 类 似 四 法 
证 明了 上 述 定理 . 
下面 介 绍 切片 方法 来 讨论 RNP 与 强暴 露点 之 间 关 系 ， 
定理 6.4.9(Phelps) 车 王 是 Banach 空间 , 则 
全 具 RNP 今 对 了 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 C, 有 
CO=o0(strong expO) 
(其 中 strong expO 表示 C 的 全 体 强 暴露 点 ). 
为 了 证 明 这 个 命题 , 首先 需要 几 个 有 关切 片 的 引 理 . 
引 理 6.4.10 令 O 是 Banach 空间 马 的 有 界 闭 凸 集 , 假设 
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对 每 个 切片 S(o a, O) 和 每 个 8>0， 存 在 一 个 切片 SG(y", B, 
0)，, 使 得 

(1) SG B, 0) CS (w’, «, 0), 

(2) diam S(y*, B, 0)<e. 

(| w*—y'|<e. 
则 C 的 每 个 切片 包含 O 的 一 个 强暴 露点 ,并 且 

C=oo(strong expO). 

证 明 ， 不 妨 设 OCU(X). 

令 一 2*， Bo 一 a, 利用 条 件 (1)、(2)、(3) 可 构造 {yzjmiC 
&S ) 和 正 实数 列 {B,}71, 使 

©D |yn—gl<B2 


© ii < 如. 
©® diamS (yir1, Brt1, O) < B27", 
@ S (yir1, Bi， O) CSB (yy,, B,, O). 
由 条 件 @.@ 知 , {}2-1 是 Canchy 列 , 故 存在 久 ERX7 
-使 
加 一 2 

由 条 件 @、@ 知 , 存在 mEC, 使 

A SC, Bo 0) = (oo 


下 面 证 明 zo 是 0 的 强暴 露 屿 ， 并 且 相应 的 强暴 露 泛 函 是 


由 条 件 由 ， 
3 
ly -wl=limly -yl<lm Ply gyre 
， . 
<lim > Bauss 。 2-(n+D Bb, 。 2 
k= $=1 


由 于 CCU(E),， 故 当 zZEC 时 ,有 
1) 一 Jo s 生 2 
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二 


特别 地 , 当 w>3, EO 时 , 有 
PHOREAOID SS 
因此 , 当 %n 宇 8 时 
sup(0) 一 Be <supy’(0), 
从 而 , 当 nw 之 3 时， 
S(v, ff, O)cS Cy, Be, 0). 


(事实 上 , 当 zES(y， 毕 ,0) 时 
supyn(O0)—B.<supy"(O0)— 名 
<sapy(O)- 音 < 多 (ao)， 


故 zESC p。, 0), 即 S(y， 凶 ,0)c8(w，B, 0). ) 从 而 
diam 8(y’, 笃 ， O)->0， 故 
六 S(y， 各, 0)= SG, Bs, O) ~ {0). 

因此 , wo 是 O 的 强暴 露点 , 且 相 应 的 强暴 露 泛 函 是 y。 

现在 证 明 O= oo (strong expO)， 假 设 

O60(strong expO), 
则 存在 C 的 切片 S(w", a, O) 使 
S(w", «, O) moofstrong expO) = 人 

由 上 述 证 明知 , S(z*, oa, On) 含有 0 的 一 个 强暴 露点 ,矛盾 ! 这 
表明 0=60(sirong exp0)， 口 

注 ， 这 个 引 理 也 提供 了 求 0 的 强暴 露点 的 一 个 有 力 方法， 
并 且 ， 也 知道 若 O 的 每 个 切片 含有 O 的 一 个 强 上 暴露 点 , 那么 0 
就 一 定 是 它 的 强暴 露点 的 闭 是 包 . 

引 理 6.4.11 假设 Banacoh 空间 瑟 具 RNP, 令 丽 是 下 
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的 一 个 有 界 闭 凸 集 , 令 m2*ES( 于 "), 设 
KC{EX, w(%)>0}, 
且 玫 站 {zET; ww"(z)>0} 冯 9 则 任 给 e 0<s< 二 存在 玉 的 
切片 9 B, 玉 ), 使 
(1) diam S(y", B, KE)<s. 
(2) S(y', B, K)C{wET; wv(w)>0}, 
(83) fo"—y"|<s. 
证 明 , 令 人 ={zEZi vw*(z) 一 0}, 
下 面 分 两 步 进 行 。 并 且 为 了 叙述 清楚 起 见 , 每 一 步 又 分 若 
二 小段. 
sEK\s(K \Blo, §)). 
由 Hahn-Banach 定理 和 Bishop-Phelps 定理 知 ， 存 在 多 E 
(于 '), EK, 使 
supy’ (56 (EK\B (%, 和 §))) <supy"(K) =y"(). 
取 B>0, 使 
supy’ (so0(K\B (2, §)))<y (6)—B<y C6) 
=supy (EK). 
于 是 8S(y"，B， 玉 ) 满足 定理 结论 中 条 件 (1)、(2) (因为 了 (9”, 
s, ca(e, 全) 
(B) 车 玉 N N89， 取 定 2E KN{z; zw (2)>0}. 
对 每 个 EK 站 {wEX;w*(w)==0}, 定义 有 界线 性 算 子 TT。 
如 大， 
_ WY) /, 
DY) Ys) ~»), VyETX. 


显然 ， 人 了。 满足 以 下 条 件 ， 
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(a) oti 


(b) 32= 了 7, 即 Tz1=To, 其 中 了 工 为 恒 等 算 子 。 
(c) To|y=I|y 
4 


d :To 1 % ” 2 
CD PT 
Molt 3 Sup 2 (EF). 


令 .NA=-{ 开 JU{TeEi EKKNN}. 再 令 人 :=c0(-), 显 
然 , 1 是 有 界 的 (事实 上 ,Ki 以 Mocsupf{tlzl; %E 政 } 为 界 )， 
BzERK, 
{To EK NN}CEKRY, 


又 [12 一 了 es| =2|z—z|>22*(z) >0. 
由 条 件 (a) 知 ， 每 个 zE 天 站 W 是 长 度 至 少 为 2w"(z) 的 线段 [z， 
Toz] 的 中 点 ， | 


由 于 互 具 RNP, 故 Ki 是 可 四 的 .因此 ,由 定理 6.2.2(B) 
知 , 存在 Ki 的 切片 8( a, 民 ) 具 充分 小 的 直径 ， 例 如 ,可取 
diamA(，a， 天 了) <min|zG)， 关上 
由 于 snapy (Ki)~=supy ({K}U {TK; vEKNN}), 故 
{}, {Tos vwEKNN} 中 至 少 有 一 个 集 ,例如 开 o, 使 得 
supy (Ko)>supy (Ki) —oa. 
令 B=supy"(Ko)— [sapy’ (KR1) 0a, 则 wx>B>0 且 
SC B, Ko) CSB(y", o, Ki1). 
故 diam S(y*, B, Ko) <d. 
此 外 ,还 有 
NG B, KONEKENN=¢. 
(事实 上 , 若 存在 zoES(， 6, Ko) 站 KNNN, 则 wo 是 [z, To] 
的 中 点 ,由 于 区， Toz] 入 Ky, voEB(y, a, EK1), 则 [oo 2 [z, 
Ze.3] 两 者 之 中 至 少 有 一 个 包含 在 SCYy*, a, 太 1) 中 但 这 两 条 
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线段 的 长 度 都 大 于 等 于 w*(z)， 这 与 SCy*, a, 天 1) 的 直径 小 于 
w"(z) 矛盾 ! 这 寄 明 , S(y*, B6, Ko) 由 ENN=f.) 
车 太 o= 区 , 则 S(y', B, 天) 就 是 下 的 切片 , 且 
diam S (y”, B, K)<<e. 


此 外 ,由 于 S(y*, 8, 了) 由 N=6G., 故 
有 B, RK)C{wER, ww)>0). 
若 太 o 一 TsKR， 对 某 个 EKNN. 则 
TS(y', B, Ko) = ToS(y, B, Tok) 
=S(Ty’, B, EK), 


IT2y — Ta yl < 1Ts diamS(y’, B, TeK) 
<iTl-:a< Mo d<e, 
其 中 纹 , JoERS( B, TsK). 故 
diam (Tiy*, B, KEK)<e. 
并 且 SCTsy*, B, 天 ) 站 六 = 人 (事实 上 ,车 及 使 WES(Tsy", 
B, K)NN, 则 
TuES(y", B, KNEKENN=,, 
矛盾 !) 
总 之 , 我们 得 到 切片 满足 定理 结论 中 条 件 (1)、(2). 
@ 下 面 将 进一步 选择 多, 使 切片 满足 定理 结论 中 条 件 (3)， 
令 0-co(KU{vEX; |zl<N, ve)=-0)， 其 中 
A=S sup{lol; EK}. 


显然 ， OCfoi w(%)>0}, 

且 O 是 非 空 有 界 闭 吓 集 ，ON {2; 字 (o)>0z 人 有 由 () 的 结 
果 知 , 存在 0 的 切片 S(y*, B, 0), 使 diam S(y', B, 0)<s, 且 
S(y, B, O)C{r ER; v2)>0}, 

由 于 8 B, 0) NONN -9, 故 


supy (K) = 一 snpy (0), 
且 有 8 B, K)CS(y', B, 0). (事实 上 , 若 zE8S(， B, K), 
则 zEKCO, 且 
yw)>supy (EK)—B=supy’(0)—B, 
故 wES(y*, 8, 0), 于 是 S(y”, B, K)CS(y", B, 0). ) 所 以 ， 
diam S'(y”, B, K)<e, 且 
SG B, ENKNN=Y. 
这 帮 明 切片 S(y*, B86, 下) 满足 定理 结论 中 条 件 (4)、(2), 下 面 
将 证 明 |w* 一 wy 之 s. 
任 取 wES(y, B, 攻 ), 由 于 S(y”, B, K)NONN=9, 所 以 
YW)+B>spy (0)=supy (K)>Y 0h) +8, 
其中 hE {zwE 了 对; vw] 志和 ,rz*(w) =0}， 因 此， 
YW >supy" (h), 
其 中 hE {fpE; ol< 和 ,ww) 一 上， 从 而 (之 X11w1, 即 
Iris 刀 G 由 引 理 3.1.6 知 ， 或 者 |s+ 六 [< 人 2， 
或 者 | 人 -or|<-22 多 ， 但 是 lu-Hor| < 和 是 不 可 能 
的 ， 事 实 上 ,因为 2**(w)>0, 令 人 =sup{lz|; zc 天 则 
故 2M>%=4Me-!>4M>0, 矛盾 ! 故 


joy l< < (l=D) 
这 表明 SCy*, B, 到) 即 为 所 求 的 ， 口 
定理 6.4.12 令 及 是 具 RNP 的 Banach 空间 ， 则 对 每 个 
有 界 闭 凸 集 0, 有 
O= co(strong expO). 
证 明 ， 令 S(w", w 0) 是 的 任何 切片 . 
通过 平移 可 假设 sapw (0) =w， 事 实 上 , 取 29E 习 ,使 
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2 (9) 一 SUpw*(O) 一 a，( 不 失 一 般 性 ) 
出 supo (O—Yy) =sup%(0)—2(Y) 一 ac 


宁 


K=S8(w, a, O—y)={%; EO—Yy, wv (2)>0} 
一 人 (oo O) —y. 
由 于 w>0， 故 我 们 有 
KN{vER; or(z)>0 基 由 

令 0<s<1l， 由 引 理 6.4.11 知 ， 存 在 玉 的 切片 S(y*，8， 
太 ), 使 

(1) diam S(y*, B, K)<s,. 

(2) S(y", B, EK)C{wEO—Yy, v(%)>0}. 

(3) lw’—y’l<e. 

我 们 有 SCy', 8B, 0 一 了 SC ，B， 太 )， 事 实 上 , 若 wE 
(CO 一 VS B, KE); 

申 若 zE 天 , 则 zEO-2 且 

y2) <spy (EK)—B<smupy (0—y)—B, 
故 wB(y”, B6, 0 一 ). 

四 若 w 持 KK, 则 w'(wm) 过 0, 任 取 z€ES(y', B, KE), 则 wz) 
>0， 从 而 存在 VE [z, 和 CO~y, 使 (oO =0 从 而 wEK, 由 
条 件 ( 们 ，z 扩 SG B, KK), 因此 ， 

VW <supy (KEK)—B<y (2), 
故 ,由 VE [w, ?] 知 ， 
y'(%) <supy' (RK)—B<supy (0—y)—B, 
于 是 FS(y', B, 0 一 纺 . 

总 之 ， 有 2% 生 S(y*, B, 0 一 y)， 这 表明 SCy',，B6, 0 一己 
SG， B, K). 

由 条 件 (1) 知 ， 

diam S(%", B, O—y)<s. 
但 是 , S(y”, B, 0 一 y) =S(y", B6, 0) 一 y。， 族 
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diamg(” B, O)<s. 
并 且 ， 
SB, 0 一 力 =8G B, 0)—y 
CH”, B, EK)C{EO~Yy; 2’(%)>0} 
CK=S(9, a, 0O) ~—y, 

故 SG” 8B, OCS o O). 

又 由 (3) 知 ， 

[zw*—y’|<s. 
根据 引 理 6.4.10 
O=c0(strong exzpO)， 口 

下 面 ,我 们 回 到 定理 6.4.9 的 证 明 . 

定理 6.4.9 的 证 明 “=>” 即 定理 6.4.12. 

“=” 由 定理 6.2.2(8) 知 ， 车 O 是 有 界 闭 凸 集 ， 且 O 有 一 
个 强暴 露点 ， 则 CC 是 可 站 集 ， 从 而 由 定理 6.4.5 知 ,三 具 
RNP., 口 

推论 6.4.18 车 革 是 Banach 空间 , 则 下 列 等 价 : 

(1) 革 具 RNP. 

(2) 于 的 每 个 非 空 有 界 闲 凸 集 有 一 个 强暴 露点 ， 

(3) 于 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 有 一 个 可 四 点 . 

(4) 于 的 每 个 非 空 有 界 闭 凸 集 是 它 可 症 点 的 闭 凸 包 ， 

证 阴 : 由 于 有 界 闭 凸 集 的 强暴 露点 是 可 四 点 (定理 
6.2.2(8)), 应 用 定理 6.4.9 即 知 ， 口 

注 ，Lindenstrauss 定理 可 作为 Phelps 定理 的 推论 ， 因 为 
显然 有 界 闭 凹 集 的 强暴 露点 是 端点 。 

定理 6.4.14 (Hu 人 ff-Morris) Banaoh 空间 对 具 RNP 等 
价 于 下 列 条 件 之 一 ; 

(I) 对 的 每 个 有 界 闭 子 集 包 含 它 的 闭 凸 包 的 一 个 端点 . 

(2) 于 的 每 个 有 界 闭 子 集 包含 它 的 凸 包 的 一 个 端点 
(SKMP)。 
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(3) 对 于 的 每 个 有 界 闭 集 4， 存在 2”*E€X"\{0}， 和 woE 
4, 使 
2"(w0) — sup 2 (A). 
(和 对 于 的 每 个 有 界 闭 集 4, 集 
{vw EZ" IvoEA, 使 w' (v0) = “upe' (A)} 
在 革 " 中 范 稠 . 
证 明 ， 中 RNP 过 (]), 设 4 为 了 的 任 一 有 界 闭 集 . 
令 0=co(4)， 则 0 是 有 界 闭 凸 集 ， 由 Phelps 定理 (定理 
6.4.9) 知 ， 
0 =00(strong expO). 
但 是 , 我 们 有 {strong exp0O}CC4， (事实 上 , 任 取 wo€ {strong 
expO}, 则 存在 w*ES(*), 使 
2 (oo) >w"(O\ {v0)). 
更 有 wr(wo)>>2*(A4\{mo})， 若 wo 后 4， 则 ow'《w0)>>w*(4)， 又 


因为 so€ 0 一 00(4), 攻 存 在 一 总 ojn), 使 
w” 过 oo >2*(w0) — 二， 


其 中 必 E 4， 包 >0, 办 中 -1， 因 此， 至 少 存在 某 个 中 。 Is 
所 思 ,， 使 
(0,) + > (00). 


由 于 zo 是 强暴 露点 , 因此 , z7, 一 wo, 由 于 4 是 闭 集 ,， 放 mE4， 
耶 盾 ! 这 开明 zoE 4.,) 

另 一 方面 ,显然 ， 

{strong expO} C {ext O}, 

故 4Mn (ext0) 关 8B.。 即 和 4 含有 它 的 闭 凸 包 的 端点 。 口 

四 RNP 一 (2), 设 4 为 有 界 闭 集 . 

令 0=00(4), 由 @ 的 证 明知 ， 
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{strong expO} CACoo(l 4), 
故 eo(4) 站 (ext O) 关 四 又 因 co0(4) CC, 故 存在 wo Eextoo(4)》, 
显然 ， 
ext oo0( 4) 4, 
因此 , wo€ 4, 即 存在 4 的 点 wo, 它 是 4 的 凸 包 的 端点 、 口 
四 RNP 一 (3), 由 @ 的 证 明知 ， 
O=¢c0(strong expO), 
生 {Strong expO}CA, 故 存 在 woE4, 使 
2 (oo) =supw" (0) =supw" (4), 

由 RNP 才 (4), 设 4 为 有 界 闭 是 集 . 

令 0=co(4), 任 选 >0， 和 wr*ES(X"), 作 OO 的 切片 
Sz", a, OQ)， 由 定理 6.4.,11 的 证 明 及 引 理 6.4.10 的 证 明知 ， 
存在 wo, 使 

woE {strong expO} NS (wv*, «, O), 
mo 由 强暴 露 , 且 wy'|<s. 

由 外 的 证 明知 ， zoE4,， 故 . 

yao) —supYy"(O) =supy"(A), 
且 ly* 一 wz*|<s， 这 表明 结论 (多 成 立 ， 口 

@ 下 面 证 明 若 卫 不 具 RNP， 则 可 以 构造 一 个 有 界 闭 子 
集 了 ,使 结论 (1)、(2) 、(3) 、 的 均 不 成 立 ， 

若 开 不 具 RNP, 由 定理 6.4.6 知 , 存在 一 个 可 分 的 闭 子 空 
间 4 , 使 用 不 具 RNP， 由 定理 6.4.5 知 ,我 们 可 以 给 好 赋 以 
等 价 范 数目 上 使 UCM, 路 失 ={zEMUM， jzl<1} 是 不 可 四 
的 . 

令 4={y€AM; 由 << 蕊 ， 由 于 妈 是 可 分 的 , 我 们 选取 可 
数 集 tj 使 1 在 4 中 是 稠 的 . 

显然 , 4 是 有 界 开 凸 子 集 , 且 4=U(M, 上 由. 由 于 UCM， 
小 妨 是 不 可 由 的 , 故 由 定理 6.2.2(14) 知 ， 存 在 8 之 0, 使 得 对 
4 中 的 每 个 有 限 子 集 瑟 , 有 
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A=00(A\B,(F)). 
于 是 ,对 4 的 每 个 有 限 子 集 万 有 
A=60CA\ BF)). 
我 们 还 进一步 可 以 证 明 ,对 4 的 每 个 有 限 子 集 ,， 有 
A=—co(l A\B,.(F)). (6.11) 
事实 上 , 令 J=A\B,(F), 则 intJ=A\B(F), 有 
00(7) = 60(intJ). 
( 任 取 yEJ 又 任 取 zE€4， 则 [z, y) C4， 由 y 属 于 B.(F) 的 
余 集 B.CF)*( 它 是 一 个 开 集 )， 故 当 %4€ [2, 9) 且 %>y 时 , 对 
充分 大 的 多 有 EB,(F)', 因此， 办 EintJ， 所 以 ，yEiniv， 
这 表明 JcCint7， 从 而 
co(7JCcooflintJ) cco(inty)Coo(vy)， 
所 以 oo(7) =oofint7). ) 
又 4 是 有 开 =600(J) 的 开 核 , 即 4=intco(J), 故 
A=int00(7) intoo(int 7) ~inioo(intJ) 
—c0(intJ)—co(A\B,(F)). 
这 才 明 (6.11) 式 成 立 . 
由 (6.11) 式 知 , 任 取 4 的 有 限 子 集 加、B, 则 必 存 在 4 的 
有 限 子 集 ,使 
ENB(B)=8, 且 Bcceo(b,). (6.12) 
(事实 上 , 了 ={w1,…, oy} Cc0(A\B。(B0)), 故 


W 一 训 9 的， 
其 中 沪 =1, >0, EA\ BBO), j=1, om, dl, 
1 
7. 
令 ,= {0; d=1, “”) L, j=1, “"", m4}, 那么 
BN BEB)=$, 且 EiCco(B,). 


这 表明 (6.12) 式 成 立 , ) 
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令 了 =={9y1)},， iPiU {yi}, 由 (6.12) 式 知 ,存在 4 的 有 


限 子 集 Fa, 使 
anB.( Bi)= 凡 有 FiU {yi} CooCFa)， 
归纳 地 , 如果， pp， Po-i 已 选 好 ,考虑 也 ,1 一 FF_1U 
{yj}, 再 应 用 (6.12) 式 ,可 选 4 的 有 限 子 集 如 ,使 


BUp)Np-g, 且 :utgjceoCzy). 
这 样 , 得 到 4 的 有 限于 集 的 序列 {7}1. 
令 甩 一 LI,， 则 由 于 是 有 限 集 ， 且 当 n 姑 % 时 对 2E 
Fu yEZwm 有 lz- 由 >e 故 互 是 4 的 闭 子 集 ， 并 且 


{yn} Eco(H)CA4, 
从 而 ,由 {yw} 在 4 中 稠 , 知 ， 

HcACcco(H)CA, (6 .13) 
且 A=int ACint oo(H)Cint 4A=A4. 


因此 ,由 (6.18) 知 ， 有 界 闭 集 五 不 包含 它 的 闵 凸 包 和 的 端 
点 ， 这 表明 结论 (了) 不成立， 并 且 有 界 闭 集 五 也 不 仿 它 凸 包 的 
端点 ( 因 < 则 wD, 对 某 个 no, 则 EoO( P+1), 且 Fs 作 
B。(F。) 一 9, 故 % 生 ext co( 及 ))， 这 天明 结论 (2) 不 成 立 ， 又 由 
于 对 任何 w*E 了 {0}, 有 

supw(H)=supw'(A), 
且 五 性 4, 故 不 存在 toCH, 使 
2 (wo0) =gupw"(H). 

因此 ,结论 (3) 不 成 立 ， 于 是 结论 (名 更 不 成 立 ， 口 

下 面 讨论 共 施 空间 中 的 RNP. 

定理 6.4.15 若 王 是 Banach 空间 , 了 "是 可 分 的 , 则 于 * 
具 RNP. 

为 了 证 明 这 个 重要 的 结果 ,我 们 首先 证 明 下 列 引 理 
(Namioka 方法 )， 
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引 理 6.4.16 令 @ 是 一 个 紧 的 Hansdor 虹 拓扑 空间 ， 且 
Q- U0,, 其 中 ,是 闭 的 ， 则 Lint Qu 在 2 中 是 稠 的 . 


证 明 ， 由 于 @ 是 紧 Hausdor 直 拓扑 空间 ， 则 是 Baire 空 
间 (Baire 空间 是 那 种 拓扑 空间 , 其 中 第 一 纲 集 的 余 集 是 稠 集 ). 


令 卫 = U 80,，(90, 表示 0Q, 的 边界 ), 由 于 
00, = Dint 0, = Os\int 0D,, 
02, 是 闭 集 , 故 20。 是 闭 玖 集 , 因此 ,了 是 第 一 纲 集 ， 又 由 于 2 是 
Baire 空间 , 故 Q\B 是 笛 集 ,但 是 ， 


AQ\ BC LUinto， 
n=1 


故 int0, 是 在 中 秽 的 ， 口 

引 理 6.4.17 邻 耳 是 Banach 空间 ， 互 "是 可 分 的 ， 又 4 
是 斑 * 的 w' 紧 子 集 , 则 集 

Z 一 {y"E 4; 全 等 算 子 I (4, Ww”)>(4, 1 上) 在 点 连续 } 

是 4 中 必 稠 Go 集 . 

证 明 : 对 每 个 e>0, 令 

4~ U{E; 到 是 和 4 的 相对 w' 开 集 , 且 diam 玉 <s}, 很 消 
楚 ，4, 是 4 的 一 个 w' 开 子 集 . 

由 于 下 "是 可 分 的 , 故 存在 4 的 范 稠 序列 fo]5- 因此 ， 


4-UAN(a+ 和 U(X" ). 
由 于 , 避 十 言 U(XY") 是 w' 闭 的 ,由 引 理 6.4.16 知 , 集 
B=U int™ (4N (s+§ UX" )) 
在 4 中 是 w* 笛 的 (其 中 intw 表示 w" 开 核 )、 但 是 , 因为 
diamf intr"( AN (s+ U0 CX")))) <diam (SU(X"))<e, 
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故 BC4.C4, 因此 , 4。 是 4 中 w* 黎 且 w’ 开 的 子 集 ， 又 男 一 
方面 ， 
= 站 44c4， 

由 于 4 是 Baire 空间 , 故乡 是 w* 稠 Go 集 。 口 

引 理 6.4.18 如 果 及 是 可 分 的 Banach 空间 ,不 是 了 "的 
w" 紧 凸 集 ， 则 ext 是 五 的 一 个 w"Gus 集 。 特别 地 ，(ext 太 ， 
Ww") 是 一 个 Baire 空间 , 更 是 第 二 纲 的 . 

证 明 ， 由 于 于 是 可 分 的 , 则 (KK, Ww') 是 (完备 ) 紧 可 度量 
空间 , 设 其 度量 为 d, 令 
0,= foe; 存在 品 习 E 慌 ,使 四 = 村 (四 十 史 且 go 坟 )> 
二 |}, 由 ,是 尼 的 (关于 度量 四 的 闭 于 集 ， 又 

U0,=K\extK, 

故 ext 玉 是 到 的 一 个 Ww*Gs 子 集 ， 由 古典 的 AxeFcaHXp0B 定理 
(完备 度量 空间 的 Gs 集 同 胚 于 某 个 完备 度量 空间 ， 从 而 同 胚 于 
Baire 空间 ) 知 , ext 下 是 一 个 (关于 w' 拓扑 ) Baire 空间 ， 更 是 
第 二 网 的 。 口 

引 理 6.4.19 如 果 卫 是 Banach 空间 ， 马 * 是 可 分 的 ，4 
是 并 "的 w” 紧 凸 子 集 , 令 

2G={o*E 4; 恒 等 算 子 I (4, w”) 一 (4, 上 上) 在 sw 点 连续 }， 

则 2ZNezxth 是 ext 4 的 一 个 Ww 秽 Gs 子 集 . 

证 明 ， 对 每 个 s>0, 令 

B= {w* Eext4; 存在 好 的 一 个 凡 邻 域 人 ,使 qiam4dn 
N)<e}. 

(1) 首先 证 明 如 .在 ext 4 中 w" 称 ,， 即 证 明 对 怀 " 中 任何 
W 开 集 厂 ,使 (exti4)m 丈 关 册 有 有 nn 瑟 地 四 

事实 上 , 令 D=ext A™(w’* 闭 包 ), 由 于 DCA4, 且 D 是 Ww” 
闭 的 , 故 刀 也 是 w* 紧 的 , 显然 , DN W 关 由 引 理 6.4.17, 和 集 
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刀 ={ ED 方 便 等 算 子 T，(D, 9 一 ( 疡 人 在 久 点 连续 } 
是 卫 中 w" 稠 Gs 和 集 ， 因 此 ,存在 对 "的 w' 开 集 六 ,使 
bg¥DNVCDNW， 且 diam(DNV)<T 子 . 


(事实 上 ,因为 存在 *EDNW, 由 便 等 算 于 的 Ww 一 上"| 连续 
性 (在 必 点 ) 知 , 存在 e* 的 相对 w* 邻 域 DNV', 使 diamCDn 
< 也 ,其 中 痰 是 必 的 Ww 邻 域 , 取 玉 =V'NW, 即 可 , ). 

令 生 =00"(D\V)，Ahs00"(DNV), 由 于 
由 Krein-Milman 定理 , 因 41、4s 是 w* 紧 的 西 集 ,有 

A=00™(AiU As) =co(AiU 42). 

又 由 于 DNV 会 于 某 个 半径 为 了 的 范 闭 球 内 ， 且 共 辑 空 

间 的 范 闭 球 是 w' 闭 的 , 故 
diam(4s)<< 评 . 

因为 ext 44CDV™W=D\V, 而 DNV#G, 故 .AAi. ( 否 
则 ext4=ext A4iC(DV)=D\P™w, 故 D=extA™cD\V™w = 
D\V, 从 而 了 DNV 一 9, 矛盾 !) 


令 d=diam 4， 7 一 本 


令 0O=1L( 人 一 ))22 IST viE di, v2€ 4a}, 
我 们 有 O 是 4 的 w’ 紧 凸 子 集 。 (事实 上 , 因为 O 是 41x4,x 
Fr, 1] 的 连续 像 ,其 中 映像 取 为 

Jo m, t) = t+ (1—t) 
从 而 O 是 w* 紧 集 ， 关于 O 的 凸 性 可 验证 如 下 :; 设 
党 一 和 az 十 (1— NA) yi, 
入 二 Nam2 十 (1 一 和 ho)y2, 
则 对 任 0<a<1 
1363" 


WwW 一 Qf 十 (一) 及 
=((1 — 0) Na 十 CQ ) ( 


CNL yl 
(1— a) hs Fon 


QT 引 
+(1- 《一 on 
ON 


+ [G 一 oja + ol) (Ta 
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故 wE0.,) 
又 由 于 (ext4) OCAiS4, 故 
GO 了 4。 
“事实 上 ， 因 OC 4,， 且 仅 有 41 的 点 可 能 是 extO 的 点 车 OQO= 
4, 则 ext 4 一 extOC4i, 因此 ， 
A=c0™ (ext A) CA, 
这 是 一 个 矛盾 ! ) 
对 任何 y'€A\O, 我 们 有 ( 因 A=co(AiU A;)), 
Y=hott (1 — Nw, 
其 中 位 E4 m2€ .4s, 0 志和 二?， 则 
|y*~w2)= Moi— wl<nd, 
故 ， 由 于 diam 4a< 可 ， 知 
diam( A\O) <2rd+ 孔 =8. 


又 因为 OF#4,， 从 而 存在 >E(4\O) Next 4.， (事实 上 , 否 
则 ext4CO, 于 是 
(ext A) NO=ext AC Ai, 
从 而 4 己 41, 这 是 不 可 能 的 , ) 于 是 ,4\O 是 办 在 4 中 Ww 邻 域 ， 
由 于 diam(A\O)<s, 故 z*EB. 
又 由 于 DAVCAICO, 赦 2*EDNVCDNW (因为 **€ 
extA, 且 2*U, 赦 z2*EV)， 从 而 2*EBNW, 即 B,NMWzG. 
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这 就 证 明了 丈 是 ext 4 中 的 w” 稠 集 ， 
(2) 很 清楚 ，B。 是 ext 4 的 Ww” 开 子 集 ， 
事实 上 , 任 取 w*€B,。, 由 B, 的 定义 ,存在 2* 的 一 个 w* 领域 
NN, 使 diam (4NN)<s, 则 对 任何 rENNext 4A, 及 EB 
(8) 对 任何 正 整 数 %, 作 集合 Byw, 由 于 Bim 是 ext44 的 Ww 


筒 开 于 集 ， 由 于 ext 4 是 Baire 空 间 , 故 门 By 是 w' 科 GG 
集 . 但 
Znext4= 门 Bi， 


故 ZNext4 是 ext4 的 Ww* 稠 人 GG 集 ， 口 
引 理 6.4.20 车 下 是 Banach 空间 ， 子 "是 可 分 的 ， 且 2B 
是 卫 " 的 非 空 有 界 范 闭 凸 子 集 , 令 8 一 Bw, 则 
Bexi0 
是 extQ 中 w” 笛 集 . 
证 明 ， 显 然 , 2 是 w“” 紧 凸 集 , 令 
和 = {oE Qi 恒 等 算 子 工 (2，w 一 (2 | ,站 在 vw 点 连续 }. 
由 引 理 6.4.19 知 ,GnextQ 是 extQ2 中 的 w" 和 再 Ges 子 集 . 任 取 


EZ, 二 于 甩 在 中 和 故 存在 fo 站 CB, 使 研一 > 由 


Z 的 定义 ， 及 全 EGG 知 ， ow 故 由 于 B 是 范 闭 集 ,，w*€B， 
这 表明 GC B， 从 而 
(ext Q) NZC (extO) B, 

因此 ,由 于 ZNextQ 在 extQ 中 Ww 称 , BNextQ 在 extQ 中 Ww 
移 . 日 

有 了 以 上 准备 工作 之 后 ,我 们 着 手 证 明定 理 6.4.15. 

定理 6.4.15 的 证 明 ， 由 推论 6.4.13 知道 ， 只 须 证 明 下” 
的 每 个 非 空 范 团 有 界 凸 集 有 一 个 可 凹 点 . 

令 如 是 中 "的 非 空 范 闭 有 界 凸 集 ， 令 2= -B™, 由 引 理 
6.4.20 知 ( 同 引 理 6.4.20 记号 )， 
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Gz (extQ) NLC ext 2) NN BCextB. 

取 w€ (ext 人 Q) 几 多 ， 由 2 的 定义 知道 ， 存 在 w' 的 w' 开 集 

丈 , 使 
“EWNG, EE diam(WNn)<s. 
由 于 2\W 是 w" 紧 集 , 故 . 
wo0™"(Q\W). 
(事实 上 ,车 vw*Ec0™(Q\WV), 由 于 又 有 w*'EextQ, 大 
vw Eextoo™" (OW) CA W. 

这 与 祥 E 琴 人 及 矛盾 ! ) 

我 们 又 有 

co( QW) Coo™(A\W), 
故 w* 攻 oo(Q\WWV), 但 是 ， 
B'B(y, scAW, 
故 c0(B\B(w", se))coo(Q\W), 所 以 
2"¢600(B\B.(w")), 

由 s 的 任意 性 知 , zw* 是 B 的 一 个 可 症 点 ， 口 

推论 6.4.21 若 并 的 每 个 闭 可 分 子 空间 好 绿 性 同 豚 子 
某 个 可 分 共 罗 空 间 PF" 的 子 空间 , 则 下 具 RNP. 

证 明 ， 由 定理 6.4.15、 定理 6.4,6 及 定理 6.4.7 即 知 ， 口 

注 ， 反 之 不 然 ( 见 前 面 关 于 RNP 的 一 些 进展 }， 但 对 共 上 斩 
空间 却 有 下 面 定理 . 

定理 6.4.22(Ho 人 -Morris-Stegall) 对 任何 Banach 空间 
琶 , 下 列 条 件 是 等 价 的 ; 

(1) 和" 具 RNP. 

(2) 及"* 具 KMP. 

(3) 子 的 每 个 可 分 闭 子 空间 对 有 可 分 的 共 思 空间 . 

证 明 ;，(1) 一 (2) 由 Lindenstrauss 定理 (定理 6.4.8) 即 
知 ， 口 

(3) 过 (DD 任 取 "的 ( 范 ) 闭 可 分 子 空 间 开 ， 令 fww}%-1 是 
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了 的 一 个 可 数 稠 集 , 选 fp,} 写 1%-:C 筷 ,使 fow 由 一 二 且 对 一 
切 m 加 
[om [> (二) esl. 
令 2 一 spanfwms; m,n 一 1,，2,…}, 显然 ,2 是 节 的 可 分 
闭 子 空间 ， 由 条 件 (3) 知 ，Z"* 是 可 分 的 , 由 定理 6.4.15, 2* 具 
RNP. 
定义 线性 算 子 T， 了 一 和 
(To") (2) = Yo EY, 2€2", 
则 (To) G2) | < zf, 
从 而 17eo"| lz"ji， VE。 又 因为 ,对 任何 ww， 
和 oo >sup| (Tw) (omn) | =supon (vm) > lan), 


故 oa = znl, 又 由 于 {ww}jn=1 在 了 中 稠 , 故 对 一 切 w*EY,， 
有 72z? = o ,因此 , 了 是 了 到 TYCZ"* 的 一 个 等 距 同 构 . 因 
此 , TY 是 2Z 的 闭 子 空间 ,由 定理 6.4.6 知 ,TY 具 RNP, 再 由 
定理 6.4.7 知 , 了 具 RNP, 根据 定理 6.4.6, 了 * 具 RNP， 口 

为 了 证 明 (2) 坊 (3) ,我 们 需要 下 列 引 理 . 

引 理 6.4.23 今 乡 是 一 个 不 可 分 的 Banach 空间 , QO 表示 
第 一 个 不 可 数 的 序数 , 则 任 给 s>0， 存 在 

{zo; ao<OCIT， 及 {fw ca<OC 休 ， 

使 得 对 一 切 序 数 a.B<0, 有 |zc|=1, sz 天 1+s 且 


zo) -| 当 a<pB 时 
1 当 a=B 时 , 
证 明 ， 选 如 ES(2Z), 及 HES(2"), 使 
2) 一 二 
假设 B<Q， 且 对 一 切 w<B8,， 和 及 加 均 已 选 好 满足 定理 所 说 的 


要 求 . 
由 于 spaafzui wx<B} 是 不 可 分 空间 2 的 可 分 闭 子 空间 , 由 
“ 367 。 


Hahn-Banach 定理 , 存在 鸣 E2 使 |zal 一 工 二 哥 ， 且 对 wa<8， 


有 
26(2x) 一 0. 

选 zzEZ 使 zol 一 1 一 50zo)， 

由 超 限 归纳 法 , 即 得 所 要 的 结论 。 口 

下 面 先 引 入 几 个 定义 ， 

定义 6.4.1 若 4CZX wrEX* 称 为 4 的 w' 凝聚 点 
(condensation poin 巷 ， 如 果 对 w* 的 每 个 Ww 邻 域 入 ，4 门 入 是 
不 可 数 集 . 

引 理 6.4.24 如 果 于 是 一 个 可 分 的 Banach 空间 ，4 是 
了 节 " 的 有 和 界 非 可 数 子 集 , 则 除了 可 数 个 点 之 外 ,4 的 点 都 是 4 的 
w 凝 紊 点. 

证 明 ， 由 于 总 是 可 分 的 , 故 (4, w") 是 可 以 度量 化 的 , 且 潍 
足 第 二 可 数 公理 , 因此, (4, w”) 是 Lindel6f 空间 , 由 此 得 到 ,4 
的 点 除 可 数 多 个 点 外 , 均 是 4 的 w’ 北 育 点 ， 口 

定义 6.4.2 一 个 非 空 集 列 {4,}%C1 称 为 pre-Haar 系 , 如 
兴 对 任何 % 
. Azn U Asn41CS A,, 

县 As, ”7 Asrri, 两 两 不 相交 ， b=1, 2， 四 和 若 此 时 ， 还 有 4 
U4oi 一 4， 则 称 {4,}21 为 Haar 系 . 

引 理 6.4.25 (Stegall) 若 忆 是 可 分 的 Banaoh 空间 ， 忆 ， 
是 不 可 分 的 ， 则 对 每 个 8>0, 存在 pre-Haar 系 {Aw}w-1，A; 必 
S(T), Vn, 和 {wo}Y 忆 有 ,使 

(1D) | <1+e, Vn. 

(2) 车 2*<n<2*11， 则 当 w* EA4zrU…U Azri, 时 ,有 

| (oo — Xa (2) | < 82™, 
对 b=0, 1, 2,…. 
证 明 ， 令 s>0，9 是 第 一 个 不 可 数 的 序数 
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由 引 理 6.4.23 知道 ,存在 集 
4={oi oOQOCT", {or; ua<O CC 
使 得 [wal = 二 oo 中 <I+s,， 且 
ve” (wD) 一 和 3 “< 时 
当 w= 时 . 
对 任何 w*E 下 , zsE 防 和 65>>0, 记 
丽人 os oo 6)={y ER | (2) —w (%) | <6} 
为 的 一 个 中" 邻 域 . 
下 面 分 几 步 进行 
第 一 步 ， 由 于 马 " 是 不 可 分 的 ， 根 据 引 理 6.4.24， 可 选 4 
的 冯 "凝聚 点 zz,， 根据 Goldstine 定理 ， 存 在 m1 EX,，|zwi| <1 
十 6, 使 vi,(w1) 一 上 
很 清楚 4:= 丈 (oz 21，s) 站 4 是 不 可 数 的 ， 且 车 w*€ 4，， 


(a, B<0) 


册 
[2 (02) —xa(2) | = | (81) —1| 
一 | on) —m, (91) | <s. 
第 二 步 。 由 于 4 是 不 可 数 的 ， 再 由 引 理 6.4.24 知 ， 存 在 
和 的 Ww" 许 取 点 0，zzs， 其 中 oa<BE<as。 由 4C4， 以 及 
{wa} 的 取 法 知道 ， 
02( 0 =0, ww)=1, 有 8 [oil <1+e. 
应 用 Helly 引 理 ,得 到 wa€ 耳 ， lzoj <1-+s, 使 得 
wa (8,) = (V9) =0, Vs, (Da) — ws (Ta) —1. 
因为 w,(za)=0， 且 ,是 4 的 W 凝聚 点 ， 再 应 用 引 理 
6.2.24 知 , 存在 41 的 Ww’ 凝聚 点 zx， 使 <a， 并 且 | 人 2 (za) | 
<<82-1 
根据 4:C4 及 {wi} 的 取 法 知道 ， 
won,)=0, velws,)=1, 8 lz <1+e. 
再 利用 Helly 引 理 ,得 到 zs€ 革 ,|zsi <1+s, 使 得 
2xi(23) = 0, va, (v3) —1, 
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令 H-W(z wa, 3) Nn W(0; 03， 二). 
S= W( C22 喜 ) Nn (0 wa, 号 ) 

则 HNS=6. 

令 4,=41N8,4:=4NnS, 则 

4afn 4s= 凡 AaU AsC 4h, 
并 且 4。、4s 有 不 可 数 多 个 凝聚 点 , 且 当 2*€ 4sU 4s 时 ,有 
Io (0) 一 za [<0 (vs) -za 人) | 一 总. 

第 三 步 ， 选 4 的 w” 凝聚 点 网 ，i 一 2 8, 8 一 8。 (根据 引 
理 6.4.24)。 再 根据 引 理 6.2.24， 选 驳 , 是 4s 的 w* 凝 来 点 . 
Ba 一 aa， 则 

Wa (06) =D 08,) 一 0，0ns(uz] =1, 县 lail<1ts. 

应 用 也 el1y 引 理 , 可 选 wxE 式 ,使 

3, (ou ) =w6, (04) =0, walwa)=1, 且 | os<I1+e， 

又 由 于 w8, 是 4 的 一 个 Ww” 凝聚 点 ， 且 za(za) =0， 故 存在 
4a 的 Ww’ 凝聚 点 x4, 4 过 os, 使 |zz (zy) | <2-2e。 因 此 ， 

er 08,) — was Pa,) =0, var vi) 一 工 | za < 工 十 8。 
再 应 用 Helly 引 理 , 可 选 wxE 王 ,使 
02. (ms) 一 os(05)] =0, wa (ws) =1, [vl <1+e. 

根据 zs, 是 4s 的 w" 凝 聚 点 , 且 v6,(t4) 二 2%,(zs) 一 0, 从 而 存 
在 4s 的 Ww" 凝聚 点 zos<ms， 且 axs(o) | <2 ?8， | (25)| 
<<2-2c。 

由 于 os (05) = (0) = (a) =0, wi (oo 一 二 ‖ 一 
II 十 8, 再 应 用 Helly 引 理 , 存在 weE 了 ,使 

wh, (20) 一 全 (26) — Lu, (v0) =0, wa, (v6) =1, |zof <1+s. 

又 由 于 v6,(%m) 一 0，5=4 5. 6， 且 wp, 是 4s 的 w 凝聚 点 

故 存在 4; 的 ww“ 凝聚 点 xz，ae<or,， 使 
Iv,(%0) | <2 8, $=4. 5, 6, 
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又 je 人 (人 ) 一 0 06=4.56, wo)=1, Blz*<|<1te. 
仍然 根据 Helly 引 理 ,存在 mrE 瑟 ,使 
2zi(07) =0, $=4. 5 6, wir(z1) =1, 1271< 工 十 s。 
定义 下 面 集合 : 
As—AsNW a, m, 三 ) 


(eis a, 
本-4an 肌 (os oo 二 
(os 8 


4 hoNW (es oo, 4)N ,0 .70% ). 
8 
AG (fr a 二) 
则 AiN .45 一 岂 4en A1 = 人 FB 
AsU AsCAs, AoU A1CAs. 
由 于 Asf A4s=9, 故 As, As, As, 4 两 两 不 相交 ， 且 
44U4sU4eU4TC4aU4ascC4a， 
而 且 , 当 w*E€4sU AsU AeU 41 时 ,有 
| 入 (oo —x4. 0") |>2-28, 22<n<23—1. 
于 是 44， 4s， 4o，41 即 满足 要 求 . 
继续 这 个 过 程 , 就 得 到 定理 所 求 的 pre-Haar 系 . 口 . 
引 理 6.4.26 车 于 是 可 分 的 Banach 空间 , 耻 ” 是 不 可 分 
的 ， 则 对 每 个 s>0， 存 在 卫 * 的 非 空 w" 紧 子 集 4， 和 4 的 一 
个 相对 开 闭 子 集 组 成 的 Haar 系 (OX1， 及 也 的 一 个 元 列 
{zr} 使 [wr 过 1 十 8, Yn, 且 对 2*<n<2*t1， 当 w'E€4 时 有 ， 


lo -xD1< 总 
证 明 ， 设 0 二 工 ， 由 引 理 6.4.25， 存 在 S( 和 9 的 一 个 


pre~ Haar 系 {4d: 和 {ziC 三 ， 使 
(1) lz,|<1+e, va. 
(2) 如 果 28x<9 ot 当 vw EA U “0 U dei 时 ， 
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|w’ (0) — Xa (2") | < 82. 
令 BA4XW, Vn， 以 下 分 三 步 进行 
Q@ 由 于 4wUAXWYC 4,U AMY1, 因此 ,车 证 明 对 任何 ,2*< 
m, n<2*+t1， 有 B, 站 Bm 一 9， 就 知 {B,}7i1 构成 pre-Haar 系 . 
反 证 法 。 车 存在 2*EB. 由 Bn， 则 存在 {zz} C4,，{ys}C 
Am 使 
实 WwW* 各 座 Ww 2 
Wr» 和 2 一 人 人 
从 而 ， 
[een) 一 下 一 imlzetoo) —1| =lim lee,) — 4, C02)| 


1 
?< 可 . 


但 是 ， 
| os) | 一 limlyr(zo)| = lim |ys (en) 一 Zao(g5) | 


<e< 总 ， 
矛盾 ! 这 表明 BBa=$， 从 而 {B,}>1 是 per-Haar 系 
@ 我 们 有 , 车 2<n<29, wrE (J Bn 则 
[er (wr) — #3, (0) | <a2* (6.14) 


事实 上 ,车 车 ww €B,, 则 存在 {ws} 4,, 使 ws 一 > 2 2 从 而 
| (on) —XB, (2°) | 一 |z* (%;) —1| = lim |wo(%») 一 并 | 


=lim | (0,) 一 zu 人 ai | <e2™" <e2™. 
车 EB m2:<m 之 25t1 一 1， 则 存在 人 站 己 do 使 
yi 从 而 
| oo) —x5, C2") | = [2" (2n) | = lim|yr (0) | 
—lim|y: (zn) ~—x4,.Y7) | <e2™ 
故 总 之 46.14) 成 立 。 
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@ 信 4- 自 ( 册 了 ), 则 4 是 立 " 的 ww 紧 非 空子 集 . 
对 每 个 % 令 0= 了 .nd4, 那么 {0O,}%i 组 成 一 个 pre-Haar 
系 , 又 
OA (Oan U Oan+1) 一 (BA (了 U Ban+1)) N44 = 
从 而 {0,}>; 组 成 -一 个 Haar 系 . 
每 个 分 着 zy 一 {Oxw，Oxp1，…，Oms} 中 的 元 是 4 的 Ww 
闭 子 集 , 从 而 也 是 w* 开 子 集 , 且 当 sw*E4, 328<m 一 2xtt 时 ， 
[wv’ (gn) —xo, Kw") | < 82, 
(事实 上 ,因为 Ed 则 rE Bs Vb 所 以 , 当 2r<n<2t 
一 1] 时 ,w€.B, 今 2E0,, 故 
oo —0, (0) | = [2 (0m) —xa, (2) | <e2%, ) 
于 是 {0,}%1 即 为 所 求 的 Haar 系 ， 口 
现在 回 到 定理 6.4.22 的 (2) 仿 (3) 证 明 . 
(2 一 (3)， 车 存在 丈 的 闭 可 分 子 空间 用 ,使 M* 是 不 可 分 
的 ， 我 们 将 证 明 ,存在 且 * 的 非 空 有 界 闭 凸 集 及 ,使 得 extK 一 
外 得 出 矛盾 ! 
由 引 理 6.4.26， 存 在 必 * 的 非 空 wm" 紧 子 集 4 和 4 的 相对 
w* 开 闭 子 集 组 成 的 Haar 系 {OJ2 和 一 个 有 界 序列 {ww}1 忆 
MM， 使 
js]< 闻 ,， 且 当 2.<n<2*1, wrE4 时 ,有 
| (0n) —xo, (2) 2. (6.15) 
用 了 表示 由 {cu]& :生成 的 4 的 子 集 的 一 个 代数 . 
令 了 网 3 一 [0, 1], 表示 使 (0O,) =27%, 2x<72 <28t 的 唯一 
测度 . 
定义 映像 了 M 一 工 ,po), 其 中 工 ,1) = 碾 (4 2, 内， 
(Zoo =0" (82), Vo Ed4 v EM. 
显然 , TE0(4), YrE M, 且 
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jj = sup j7zj -= sup sup | (Tw) (2")| 
weEM 


lo 名 


< sup sup lzl: ls"l<sup lo 


izl wi 
we 


由 于 LC%) 是 内 射 空间 (injeotive space) (证 明 见 参考 书 
[4]p. 222)， 并且 , 由 Nachbin 定理 知 , 区 是 内 射 空间 当 且 仅 当 
五 具 Habhn-Banach 延 拓 性 质 ( 见 关 比 直 < 泛 函 分 析 讲 义 > 1958 
年 版 p. 104), 知 存在 了 的 连续 线性 延 拓 (仍然 记 作 了 了)T: 了 一 


Llp0). 
由 (6.15) 知 ， 


CO.) 
| Ty, — Xo, | “~ 人 人 


(事实 上 , [Tw, — xo, |). —max| (Tw,) (o —xo, (2")| 
—max [oo — xo,C%") | 
~» _ jlO,) 

8 r 8 2.) 
, _ WENO.,) 
令 jo: 3>[0, 11, ponl B) -0 VEES. 
令 EE (TCD 

i 。 

Ro Rn 7aw Y7EZ(J， 


令 必 一 T(E 了 "), 由 于 
_ Lan Want1 
An 一 2 . 


(事实 上 , 因 0,= OoUCosn 讨 1(On) 一 4(O0m) TAOarD， 且 


Ww (Oa,) = (Oo41), 从 而 ， Vv EEDS, 有 


一 mw NN On) :一 mE n Co) | nHNC NN Ogn 41 
ho 到 人 HGo) plOanr) 


EA + unr B)), 


-一 Want Loan+1 
即 /一 .) 


从 而 ， 
nN = ofa 
1 1 
~ (poe J fut TO osf or) 
= 诗 GQan(f) +honna( 7)), 
即 和 = 去 Ca 二 janta)。 
因此 ， 


基 nm Nan 二 Aan +1 
=T*(%) = (+ ) 
一 如 1 pg T Ngnt1) 三 T(tobn). 


令 0=00™(W), 因为 hj<1, 故 0O 是 (Ll1)》 的 Ww 里 
凸 集 . 

令 D=cow™(z?), 因 为 |]zz|<17T*1=1ZT1, 所 以 ,也 是 竺 "的 
Ww" 紧 凸 集 , 且 7*0=D. 

令 玉 ={2*ED; wv" (6)0, 当 % 玉 0 时}. 

我 们 要 证 明 KK 就 是 且 * 的 一 个 没有 端点 的 非 空 有 界 闭 凸 
集 . 

D 五 子 人 

事实 上 , wmE 五 ， 因 为 


[oson)| = (7°) Gon) 1 = [Ma CTem) | = | Zen el 


十 | za 


| 
< 外 (Twm — Xo,,) dn 

WOm) . LOnfO,) ->0 (一 > co 
< 8 十 HOC) 《 ” 


故 必 E 开 ， 即 五 关 人 办 
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四 五 是 范 闭 的 . 
事实 上 , 若 w*E KK, 对 任何 s>0, 存在 多 E 天 ,使 je 一 好 | 


< 于 saplzo|， 由 于 纺 E 瑟 ， 故 存在 W， 使 得 当 na>> 太 时 ， 有 
IC(w%) | 过 二 ,因此 , 当 n> 时 ,有 
EC |< EEN —y" (vn) | 十 |y* (Cw,) | 


[2 2 
<< 可 十 可 一 8 


这 表明 , 当 % 一 吕 时 ，w"(w,) 下 0， 于 是 w*EK， 即 及 是 范 闭 
集 . 

@ 下 是 凸 集 . 

事实 上 ,因为 D 是 凸 集 , 且 车 ”=awif 十 (1 一 @)z2 其 中 0 一 
a<1, wi, WEKR, 则 w*ED, EH 

(awit (1—o)%2) (2%) = omi(8,) + (1—o)oi(y,)—>0, 

故 w* EK， 

@ ext KK 一 J， 下 面 分 几 步 证 明 ，, 

(A) extCextD， 事 实 上 ， 只 须 证 明 下 是 刀 的 端子 集 
就 可 以 了 . 设 过 十 过 一 力 内 E 玉 ,其 中 作风 ED 0<t<1 则 

lim to’ (vm) t+ (1—t)y (vn) 一 0， 


但 是 ,对 任何 “ED, 有 


limw" (wn) >>0, 


(这 是 自 于， [Twmxo,.< 人 m2, 族 


(pm) =N Ton) = | Tm don 
= Cran —Xom)Qr 十 jx dcn 


汪 一 人 (On) 
3 J 


从 而 对 任何 s+*E D, 有 limw*(wn) 之 0， ) 
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所 以 ,我 们 得 到 
lim 0 (om) =0=lim y on), 
于 是 w, EK， 这 就 证 明了 KK 是 也 的 端子 集 . 
(B) ext 太 = (extD) 几 太 = 人 事实 上 ,由 (人 A) 知 ， 
ext K = (ext D) NK. 
下 面 证 明 若 eE€ext D, 则 6。 生 下 ,这 表明 ext KK = 
设 eEextD， 由 于 T*0=D， 故 ON(CP*)-1({e})) 是 0 的 
非 空 w' 闭 凸 端子 集 。 由 rein-Milman 定理 ,存在 
BEext[((T*)-1({0})) NO cextO- 
由 于 入 一 一 各 二， 邦和 ,Yn 


但 是 ， oa 再 由 KKrein-Milman 定理 知 ，B E 
{hj 从 而 BE fy， 又 对 任何 和 ， 
一 O 门 On) 
Mn Xe) = 
因为 对 一 切 n, h(xXs) 一 二 故 (xs) = 二 又 由 于 


和 ,xa) 一 le( LU ,hon )— hon), 


故 1-B80OD = $ B(x0,). 


因此 , 必 有 有 无 腿 多 个 m, 使 B(xo,) 1， 设 mm 使 B(xow) 一 1 则 
leCen) —1| = |eCwm) ~ B(xo,) | 
= | (TB) (mm) — B(x0,)) = |B(Ton— #0,)| 


<181 |Ten xo,)<, 
故 e(zn) > 辣 ， 由 此 得 到 ， 


elwn) +> 0， 


这 表明 e 红 到 。 亦 即 ext KK = 
e377 4 


总 之 ,由 于 存在 下 的 一 个 可 分 闭 子 空间 入， 使 必 * 是 不 可 
分 的 , 我 们 就 得 到 邓 * 的 一 个 非 空 有 界 闭 凸 集 尼 , 使 得 ext KK = 
8 故 革 "不 具 KMP， 口 

推论 8.4. 吕 ”及 * 的 每 个 闭 可 分 子 空间 线性 同 胚 于 某 个 可 
分 巷 空间 的 子 空 间 的 充 要 条 件 是 了 * 具 RNP. 

证 明 :, “>” 由 推论 6.4.21 即 知 . 

“人 设 开 " 具 RNP, 任 取 闷 * 的 闭 可 分 子 空间 也， 由 定理 
6.4.22 的 (3) 一 (的 证 明知 , 存在 下 的 可 分 子 空间 到， 使 了 
CM*， 由 定理 6.4.22 知 ，M" 是 可 分 的 , 故 卫 "是 线性 同 胚 ( 事 
实 上 还 是 等 距 同 构 ) 于 某 个 可 分 共 轿 空间 M* 的 子 空间 口 

推论 6.4.28 若 互 " 具 RNP， 则 互 * 的 每 个 有 界 序列 有 
W Oauchy 子 序列 . 

证 明 ， 令 {ww} 是 于 中 有 界 序列 , 令 戏 =spam{foj, 则 六 
是 及 的 可 分 子 空间 ， 由 定理 6.4.22 知 ，M* 是 可 分 的 ， 从 而 
{ew} 认 1 在 用 中 有 WwOauchy 子 序列 {vw}2i， 显 然 ，{wmw}21 也 
是 卫 中 WwOauchy 子 序列 ， 口 

推论 6.4.29 若 肝 * 具 RNP， 且 守 是 w 序 列 完备 的 ， 则 
下 是 自 反 的 ， 

证 明 ， 由 推论 6.4.28 及 了 邓 是 w 序 列 完备 的 知 ，U( 且 ) 是 
Ww 序列 紧 的 。 从 而 耳 是 自 反 的 ， 口 

推论 6.4.30 车 邓 ” 具 RNP, 了 是 一 个 Banach 空间 ， 又 
存在 的 一 个 闭 线性 子 空间 如 及 有 界线 性 算 子 T， 且 一 了 ， 
使 T(H)= 了 , 则 Y* 具 RNP. 

证 明 ， 令 是 五 的 可 分 闭 子 空间 ，” 显 然 , 2 也 是 于 的 闭 
可 分 子 空间 ， 由 于 也" 具 RNP, 根据 定理 6.4.22, 知 和 是 可 分 
的 , 再 根据 定理 6.4.22 知 , 卫 * 具 RNP, 但 是 ， 

(H/T-1(0)) "ge(T100))° CH, 
故 (有 Ar10)) 具 RNP， 但 另 一 方面， 
(H/T-1(0)) ~Y, 
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从 而 (H/T™(0)) 3Y, 
因此 , 由 定理 6.4.7 知 , 了 * 具 RNP， 口 

注 ， 由 这 个 推论 知 , 特别 地 ， 当 互 " 具 RNP 时 , 对 互 的 任 
何 闭 子 空间 五 及 瑟 的 闭 子 空间 用 , 则 (五 /1) 有 具 RNP. 由 
此 ,也 得 到 ,车 卫 " 具 RNP, 且 王 是 互 的 某 个 商 空 间 , 则 开具 
RNP. 

推论 6.4.31 车 及 是 可 分 的 Banach 空间 , 则 

玉 * 可 分 今 玉 * 具 RNP. 

证 明 , 若 了 革 * 是 可 分 的 , 由 定理 6.4.15 知 , " 具 RNP. 

反之 ,才子 " 具 RNP, 由 于 于 是 可 分 的 , 根据 定理 6.4.22 
知 ,， 之 * 是 可 分 的 ， 口 

下 面 讨论 哪些 空间 具 RNP. 

定理 6.4.22 若 卫 是 自 反 的 Banach 空间 ， 则 下 中 
RNP. 

证 明 : 车 交 是 自 反 的 Banach 空间 ， 则 互 ”“ 佐 下， 又 于 * 
是 自 反 的 ,从 而 习 “ 具 及 MP， 由 定理 6.4.22 知 , 不 * 具 RNP. 
所 以 卫 具 RNP.， 口 

注 ， 特 别 地 ,有 限 维 空 间 ，Hilbert 空间 , 一致 目 空间 , 超 自 
反 空间 ,BSP 空间 具 RNP. 

定理 6.4.38 苦于 是 具有 界 完备 基 的 Banach 空间 , 则 闷 
具 RNP. 

证 明 ， 由 定理 2.2.8 知 ， 若 卫 是 具有 界 完备 基 的 Banach 
空间 , 则 甩 线性 同 胚 于 某 个 可 分 共 轿 空间 , 由 定理 6.4.15 及 定 
理 6.4.7 即 知己 具 RNP. 口 

定理 6.4.34 对 任何 I, (7) 具 RNP. 

证 明 ， h(T)={(%; 7E7， 辫 | 和 < 二 co， 


cr) [= sl}. 


首先 , 若 To 的 基数 是 可 数 的 , 即 fo= No， 则 环 CFo) 是 一 
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个 可 分 共 厚 空间 , 由 定理 6.4.15 知 , (To) 具 RNP. 

一 般 地 , 对 任何 工 , 取 5S 是 (了 ) 的 闭 可 分 子 空间 , 则 必定 
存在 一 个 至 多 可 数 集 ToCZ， 使 得 对 一 切 zEB 当 7 持 To 时 ， 
有 4(7) 0， 从 而 5 是 (To) 的 闭 子 空间 ， 由 刚才 证 明知 ， 
(To) 其 RNP, 根据 定理 6.4.6，8 具 了 RNP， 再 由 定理 6.4.6 
知 , i(T) 具 RNP， 口 

定理 6.4.85 若 瑟 是 非常 光滑 空间 , 刚 忆 " 具 RNP. 

证 明 : 设 戏 是 马 的 一 个 可 分 闵 子 空间 , 由 于 驴 是 非常 光 
滑 的 ,所 以 1 也 是 非常 光滑 的 .因此 支撑 函数 

a, S(M)—> S(M'’) 
是 范 -w 连续 的 . 

令 D={wz*ES(M); 存在 %€ SCM),， 使 六 (oO 一 1}， 由 
Bishop-Phelps 定理 知 , D 在 SCM*) 中 是 范 稠 的 ， 从 而 更 有 也 
在 SCM*) 中 是 严 稠 的 ， 

由 于 W 是 可 分 的 , 从 而 存在 S(M)》 中 范 铀 序列 {ojy-:. 显 
然 ctzjz 0) 是 SU7”) 中 的 可 数 子 集 ， 且 

o({%} 21) ED. 

我 们 有 , o({m.}7-1) 在 卫 中 是 Ww 稠 的 ， 事 实 上 , 任 取信 E 

D， 则 存在 toxESCM)，, 使 owox)==wr。， 取 {wo}%t 的 子 列 


fj 使 加 -> wo， 由 于 MM 是 非常 光滑 的 ， 故 o (ww) 一 > 
cc) wr， 所 以 o({w,}) 在 DD 中 是 Ww 称 的， 因此 (fo 
在 SCM") 中 是 w 笛 的。 所 以 ，Mh* 是 ww 可 分 的 ,于 是 M* 也 是 
可 分 的 ， 由 定理 6.4.22 知 ， 2 上 有 具 RNP. 口 

注 ， 由 的 性 .光滑 性 和 范 数 可 微 性 的 关系 ,根据 这 个 推论 得 
到 许多 上 共 RNP 的 空间 。 例 若 瑟 ” 是 光滑 的 ， 则 卫 " 具 RNP，; 
”是 严 术 是 的 ， 则 及" 具 RNP; 于 是 了 可 微 的 ， 则 互 * 其 
RNP 等 等 

定理 6.4.36 荆 ,[0, 1], Li[0, 1], oo e 和 ,GO[0 1] 都 
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不 具 RNP. 

证 明 ， 由 本 章 82 例 1 知 工 .[0，1] 的 单位 球 是 5 可 凹 的 ， 
但 不 是 可 止 的， 由 定理 6.4.1 知 , 工 ,.[0, 1] 不 具 RNP. 

由 于 Za[0, 1], co, of， C[0, 1] 都 不 具 民 MP, 从 而 它们 
都 不 是 RNP 空间 。 口 
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第 七 章 ” 凸 函数 的 微分 
$1 凸 函 数 及 其 微分 


(一 ) 凸 函数 及 其 连续 性 . 
定义 ?.1.1 设 f ->R! 是 函数 ， 其中, 允 为 线性 空间 马 
的 凸 子 集 , 则 称 
epi( 旋 ={(o, EZ xR; t>f(2)} 
为 了 的 上 方 图 形 . 
定理 了.1.1 线性 空间 并 的 凸 子 集 马上 定义 的 函数 f. -> 
BR! 是 凸 的 当 且 仅 当 epi( 六 是 互 X 吾 :的 西子 集 . 
证 明 ， 从 定义 出 发 ,直接 证 明 即 可 。 口 
定义 ?7.1.2 若 刀 是 线性 空间 闷 的 凸 子 集 , 记 
Cony (加) 一 {方太 避 >R! 是 凸 函数 } 
注 ， 容 易 看 到 ,Conv( 召 ) 是 一 个 凸 锥 . 
”性 质 Y.1.2 若 {f;iET}CConv(B)， 其 中 了 为 任意 指 
标 集 , 则 
flo)=sup fi(%) EConv(E). 
证 明 ， 事 实 上 , 容易 证 明 
epi(f)—[ |epi(f). 
利用 定理 7.1.1 及 任意 凸 集 之 交 仍 为 凸 集 这 一 性 质 ， 即 得 所 要 
结论 . 口 
注 ， 由 于 我 们 仅 限 讨论 取 值 于 (一 co， 十 ce) 的 凹 函 数 ， 故 
一 般 地 总 要 求 定理 中 的 函数 族人 6ET} 满足 
sup fi(2) <+o0, VoE ER, 


下 面 讨论 (上 ) 下 半 连 续 的 凸 函数 。 
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定理 7.1.8 设 4 是 了 Banaoh 空 间 马 的 闭 凸 子 集 ， 且 
JEConv(4), 则 

了 是 下 半 连 续 的 合 epi(f) 在 A4Xx 惧 中 是 闭 的 , 

证 明 : “=” 设 (w, 人 )Eepi( 有 ， 则 存在 {8% 机 过 1 己 
epi( 了 )， 使 (oo 细 一 (2 外， 由 于 对 一 切 m (Go 如) Eepi( 有 )， 
故 了 ww) 和 如， 从 而 

fw) <lim f(s) <limt, =t. 
于 是 , (w, ) Eepi( 了), 从 而 epi( 有 是 4x RR! 中 的 闭 集 , 口 

“=” 令 5B, 一 {mC 4; 了 (wz) 直入)}, 对 任何 固定 入 , 我 们 有 

S, xN\=epi(f)N{, EAxBR!, 1=N\} 
是 4xRi 中 闭 集 , 故 8 是 闭 集 , 因此 了 是 下 半 连 续 的 (事实 
上 ， 车 {oj acC4 mn 一 加 Ed 任 取 <<f《wo)， 由 于 Sx 是 闭 
集 , 且 wo 生 Sx, 故 存在 ze 点 邻 域 六 , 使 SiN 广 =8， 当 ww 充分 大 
时 , zw,E 了 VV， 从 而 
lim oo) >%, 


由 是 任意 小 于 f(z0) 的 数 , 故 
lm f(a) >f (00), 
即 了 是 下 半 连 续 的 . ) 口 
推论 7.1.4 设 4 是 Banach 空间 于 的 闭 凸 集 , fE€ 
Qonv(4), 则 
f 是 下 半 连 续 的 仿 J 是 Ww 下 半 连 续 的 . 
证 明 ， 由 Mazur 定理 ， 凸 集 epi(f) 是 闭 的 当 且 仅 当 它 是 
w 闭 的， 容易 看 到 是 w 下 半 连 续 的 当 且 仅 当 epi(f) 是 w 闭 
的 ， 应 用 定理 7.1.3 即 得 所 要 结论 . 口 
定理 ?7.1.5 若 下 是 Banach 空 间 互 的 非 空 紧 凸 集 ， 
扩 玖 一 玉 : 是 下 半 连 续 四 函数 ， 则 了 在 ext 五 达到 上 在 天 上 的 
极 小 值 . 
证 明 ， 这 是 推论 3.2.3 的 一 个 特殊 情况 ， 口 
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关于 同 函 数 连续 性 有 一 个 很 好 的 结果 ， 

定理 了 .1.6 设 4 是 Banach 空间 了 的 一 个 开 症 了 集 , 又 
fEConv(4), 且 f 在 4 的 菜 点 2p 的 一 个 邻 域 Up 是 有 上 界 的 ， 
则 了 在 4 处 处 连续 ， 

特别 地 , 若 f 在 4 的 某 个 点 连续 , 则 了 在 4 处 处 是 连续 的 . 

证 明 ， 首 先 证 明 /在 4 的 任何 点 9 的 某 个 邻 域 we 有 上 
界 . 车 实 上 , 由 于 4 是 开 集 , 容易 看 到 , 存在 1>1, 使 P 十 大 4 一 
2)E4. 

不 妨 设 Us,=p+VV, 其 中 疡 是 0 点 的 均衡 凸 邻 域 ( 实 际 上 ， 
此 时 可 取 玉 = {%;%E 节 , 2 一 si， 对 某 个 e>0). 

令 a=sap{f(%), w Ep+V}. 


令 Uo=g 二 (1 一 地)7, 则 对 任何 2EUs, 有 


z=g+(1 一 十 jv, 对 菜 个 EV. 


Jo 人 -和 era 
<ij(ptt(g-p))+(1~F)e. 


因此 , 在 9 的 邻 域 Vs 有 上 界 . 

下 面 证 明 , 若 了 在 PE 4 的 某 个 邻 域 有 上 界 , 则 了 在 Pp 点 连 
续 ， 事 实 上 , 取 a、 了 如 上 所 说 ,， 令 0<s<1, 当 zEp+aVY 时 ， 
有 

z= (1 一 8)p 十 8(p 十 vo), 对 某 个 woEF 
从 而 f(DEH—s)f(p) + os, 
jz) —f(p) <ela—f(p)). 
另 一 方面 , 由 于 对 任何 EV, 有 


1 1 
p= Ti Ptr) +(1—TTi)(P-), 
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故 了 FJ 一 v0) 
6 
< 了 Is 于 刀 2 十 可 
故 , 当 z€p+eV 时 ,有 
|f(2)—f (PDEs — f(D)), 
从 而 fo) 在 2 点 连续 . 


注 1， 册 定理 证 明知 ， 若 是 Banach 空间 也 的 开 凹 子 集 
4 上 的 是 函数 ， 则 了 在 PE A 上 半 和 连续 等 价 于 f 在 p 点 连 缮 . 

注 2， 从 定理 证 明 中 ,我们 看 到 对 下 是 局 部 凸 空间 时 ， 定 
理 仍然 成 立 . 

注 8 Asplund (Asplund, Acat. Math. 121 (1968)831~47) 
讨论 了 Banach 空间 中 上 连续 凸 函数 的 性 质 与 Banach 空间 闷 
本 身 所 具有 的 性 质 之 间 的 联系 。 Asplund 在 文章 中 引入 如 下 定 
义 . 

定义 7.1.8 Banach 空间 和 上 连续 凸 函数 了 是 一 个 函数 ， 
满足 如 下 4 个 条 件 , 

(1) 六 是 定义 在 和 上 的 (或 是 定义 在 忆 的 开 凸 子 集 鼠 上 
的 ). 

(2) 取 值 于 (一 co， 上 +eo] (关于 十 oo 运算 , 按 通 常 方法 规 
定 ). 

(3) / 是 凸 函数 . 

(4) 了 至 少 在 一 个 点 %E 于 (或 者 sEB) 取 有 限 值 , 且 连 续 . 
称 刀 (万 =dom( 旋 ={m f(%) 达 十 oo0} 为 的 有 效 性 定义 域 ,又 
称 O(f)={w; f(z) 在 2 点 连续 } 为 1 的 连续 性 定义 域 . 

由 定理 证 明知 , int(dom( 了 ))=0O(f). 并 且 , 一 般 地 ,我 们 
不 讨论 集合 { f(z) = 十 9}， 事 实 上 ,可 以 在 DCf) 的 边界 
8(D( 有) 上 补充 了 的 定义 ,使 了 成 为 下 半 连 续 函 数 。 所以, 在 下 
面 讨论 时 ,一 般 仅 考虑 上 了 (或 避 )->R! 是 连续 是 函数 ,约定 它 
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是 连续 的 ; 并且 是 凸 的 ( 见 参 考 书 [2]165 页 ). 
定义 ?7.1.4 若 f 是 定义 在 Banach 空间 于 的 某 个 子 集 4 
上 到 值 于 已: 的 函数 ,车 存在 及 >0, 使 得 对 任何 %, y€ 4, 有 
[f(z) -fo) I<EKIz -yl, 
则 称 了 为 4 上 的 Lipschitz 函数 . 
定义 ?.1.7 车 /是 定义 在 Banach 空间 忆 的 某 个 开 凸 集 
4 上 取 值 在 如 :的 函数 ， 若 对 每 个 zE4, 存在 zz 的 一 个 邻 域 Ds 
和 常数 开 。>0, 使 得 当 包 zEUs 时 ,有 
| 7) 一 Fo) 生 天 oly 一 2 
则 称 是 4 上 的 局 部 Lipshitz 函数 . 
定理 7.1.7 车 f(z) 是 Banach 空间 六 的 开 凸 集 4 上 定 
义 的 连续 凸 函数 , 则 f(z) 是 4 上 的 局 部 Lipshitz 函数 ， 
证 明 ， 任 取 xzoE4,， 由 于 .Fo) 在 xz 点 连续 ， 且 4 是 开 集 ， 
故 存在 5>0, 使 得 当 wExmo 十 50() 时 ,有 
| 7 -eolsd 
令 姑 -I++ 17(oo)|， 灰 = 二 CC), 则 对 任何 思 zEmo 二 太 ， 


有 上 下 < 了 ， 从 而 ， 呈 ly 一 直 < 寺 ,有 


2 士 (gy—2) Evot U(X). 


”21y 一 2 
又 y=(4- 凶 |y-z|)z+ 他 ly sl (2- 3 - 强 - 弛 )， 


故 J) <(1-3 ily)) f0) 
2 ， 6 
Ti a 

所 以 ，f(w) -7 < 号 ba 人 -站 引 )-7G) 
Li 


由 于 y, z 处 于 对 称 地 位 , 故 
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MG -ai< 绎 和 -中 


这 表明 /是 局 部 Lipshitz 函数 . 口 

(二 ) 同 钞 数 的 共 绒 函数 . 

在 第 五 章 8 3, 定义 5.3.4 中 ,我 们 引入 了 共 罗 函数 的 概念 ， 
并 且 简 单 讨论 了 它 的 性 质 ， 这 里 ,再 进行 若干 讨论 . 

注 ， 这 一 小 段 中 ,我 们 假设 于 ->( 一 0, 十 ooj， 

定义 7.1.6 设 p 是 卫 “( 或 及 的 开 是 子 集 B) 上 定义 ( 取 
值 于 (一 ,十 oo0]) 的 是 函数 ， 车 存在 w€ 邯 , tiE 且 ,使 对 一 切 
wr EX*, 有 gw 主任 (w) 十 tb 则 称 

‘ge) —sup{ly, $7—p(2"); wv EX} 
为 pg 的 前 共 罗 函 数 ,或 简称 g 的 共 思 函数 . 

特别 地 ,对 JEConv( 了 对 ) 可 定义 “(f"), 即 了 的 二 次 共 轿 函 
数 . 

性 质 7.1.7 若是 定义 在 Banach 空间 叉 ( 或 尺 的 开 凸 
集 B) 上 上 且 取 值 于 民 的 凸 函数 ， 即 JEConv (了 ) (或 fE 
Conv(E)), 则 f° 是 w* 下 举 连 续 的 凸 落 数 ， 肛 f° 的 有 效 性 定 
义 域 D(f") 是 甩 * 中 出 集 . 

证 明 ， 对 于 任何 w', y* EX", @, B 之 0, a+B=1, 我 们 有 

六 (oo 十 By) 

一 sup{fa(o 022> 一 Fo)) 十 B(G > 一 Fo))i 5E 了 )} 
<wxsup{to 2 — 2) ERT} 

+Bsup{l%, y>— fl%); 2 EX} 
=af"(%") +Bf"(Y). 

因此 , f° 是 凸 函 数 , 且 也 (万 ) 是 凸 集 . 
叉 设 > or， 对 任 s>0, 存在 避 E 开 ,使 
三 (oO 站 和 人 co wv > 一 Fozs) 十 8 
= lim ws, 32— fv) + 8, 
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又 令 {23} 的 子 定向 列 {ezj， 使 
lim sup{ Ce, oo —f(%), %E X} 


<lim sup{l%, %>—f(2); 2 EFA}+e. 
于 是 ， lim<%,， 2 — f(s) < lim sup{%, 227—f(%); % EA), 


改 六 GO) 和 limsup{f 人 0 一 Fo)i EX}+28, 
由 8 的 任意 性 , 知 
f°(%°) <lim f*(%3). 

故 f° 是 w’ 下 半 连 续 的 . 口 

同样 证 明 可 得 

性 质 7.1.8 若 fEConv( 卫 )( 或 fEConv(B)), 则 *( 了") 
是 凸 的 Ww 下 半 连 续 函 数 ， 且 DC(f”)) 是 凸 集 ， 又 若 p: 三" 一 
(一 00, 十 oo], 则 'p 是 凸 的 w 下 半 连 续 函 数 , 且 DCg) 是 凸 集 . 

注 ， 性 质 7.1.8 中 , 若 考 虑 上 忆 一 (一 ceo， 十 ceo] 的 凸 函 数 ， 
结论 也 成 立 . 

性 质 7.1.9 车 gqg, 由 是 中 "一 (一 co， 十 oo] 的 凸 函 数 ， 且 
9 则 'p 宇 得 . 

证 明 ， 从 定义 出 发 直接 得 到 . 口 

性 质 7.1.10 若 f. 邓 下 ( 一 oo, 十 0] 是 凸 函 数 ， 且 f 帮 十 
co, 则 

“(f=f 合 f 是 w 下 半 连 续 的 . 
同样 , 若 gp: 卫 >( 一 oo, 十 oo], 且 gp 才 十 co, 则 

(Cg)"*=p 命 p 是 w’ 下 半 连 续 凸 函数 ， 

证 明 ， 由 性 质 7.1.8 注 , “(是 w 下 半 连 续 的 , 故 必要 性 
是 显然 的 . 

充分 性 ， 容 易 看 到 ，“( 广 ) 过 人 

考 存 在 zeoE 忆 ,使 

“( (oo)<Fzo)， 

则 (wo, “(fw0) 全 epi( 亡 ,由 于 了 是 ww 下 半 连 续 凸 函数 ,由 定理 
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7.1.8 知 ,epi( 了 ) 是 闲 山 集 ,根据 分 离 定 理 , 存在 
(ot, a) E (XX RD)’=(X*x BR), 
使 
wowo0)+ol" Cf")) (wo) 
>sup{%, zo +at; V(o t) Eepi(f)}. (7.1) 
因为 当 (z, t) Eepi( 了 ) 时 ,有 (2 n+t) Eepi( 下 ), 对 一 切 自 
然 数 %n， 故 a<0. 
我 们 有 a0。 事 实 上 ,车 a=0, 则 
wo(vo) >sup{l%, 20>; rE DCF)}. 
由 假设 DC 了 ")9, 选 WEDCf'), 令 %>>0, 则 
CO 二 po =sup{le, +hed— f(r); rE D(A} 
<h.sup{ls, wo>; ws EDC(F)} 
+sup{<%, yo> —f (2); EE DC)} 
=h.sup{<%, 20>; ZE D(f)}+F" C0), 
故 *(f*) (wo0) > 《wo, +hrvo> ~— f(y6+ hwo) 
> ro, Yo —f" (yo) 
+h(Kvo, 05> — sup{ Ks, 20); 2 ED( FD. 
今 h-> 十 co, 则 了") (oo) 一 十 co 这 与 “(. 广 )(zo) 过/(wo) 矛 盾 ! 
帮 xz 关 0. 
从 而 a<0, 用 (一 只 除 (7Y.1) 式 两 边 ,得 到 


《wm (一 记 23)) 一 "Cf") (eo) 
>sup{(%, -os (2 1) Eepi(7)) 


-sup{(s, ~ Lo) -fle); ED 


从 而 ,我 们 有 
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“() (zo)<(azo 一 寺 志 - 7-- 则 )， 


这 与 “了 ") 的 定义 矛盾 ! 故 "() = 了 
另 一 命题 可 用 同样 方法 证 明 . 口 
(三 ) 凸 函数 的 方向 导数 、GQateaux 导数 及 Fréchet 导数 ， 
定义 7.1.7 若 且 是 Banach 空间 有 的 开 子 集 , f. E> 
我 们 说 /在 zoE 恕 是 fréchet 可 微 的 ， 如 果 存 在 一 个 元 2 € 
总 ,使 得 ,对 每 个 s>0, 存在 53>0, 使 得 当 |z|<5 时 ， 有 
[oo+ 四 一 Fo 一人 291<elal, 
即 lim (ot+%) -4 Gs, w> =0, 
w=0 化 
此 时 , 称 w* 为 f(%) 在 wo 点 的 了 Fréchet 导数 ， 
定义 7.1.8 车 召 是 Banach 空间 下 的 开 子 集 , 一 个 函数 
三 卫 一 良 ! 称 为 在 zoE 加 是 Gateaux 可 微 的 ,如 果 存 在 x* EY”， 
使 得 对 每 个 ZE 和 ,有 
lim flwott%) ~ (2zo) 一 人 or 
tio0 ba ’ “ 
此 时 , 称 为 大 Oo) 在 mm 点 的 Gateaux 导数 ， 
注 定义 了 .1.7 和 定义 7.1.8 显然 是 范 数 的 下 可 微 性 和 
G 可 微 性 的 一 种 推广 . 
定义 了 .1.9 令 加 是 Banach 空间 互 的 开 子 集 ， 一 个 函数 
久 刀 > 玉 : 称 为 在 moE 力 沿 的 方向 导数 存在 , 如 果 
lim fsot iw) ~f eo) 


t= 0 


存在 .此 时 , 记 这 个 极限 为 (wo) (ww). 

注 1， 下 面 将 看 到 ， 当 .了 关于 每 个 方向 的 方向 导数 存在 时 ， 
了 (zo) (wu) 是 以 的 有 界线 性 泛 函 ， 且 f(zo)(') 就 是 了 在 zo 点 的 
Q 导数 . 

注 2， 也 可 定义 右 方向 导数 (vo) (ww)， 
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fi (a0) 00) -lm at 由 一 oo， 


及 左 方向 导数 f 人 (wo0) (4)， 
f° (%0) (2) 一 lim Fmt) fe. 


性 质 7.1.11 (了 D 著 f 在 zo 点 是 可 微 的 , 则 了 在 vo 点 是 
GQ 可 微 的 , 且 两 个 导数 相等 . 
(2) 当 革 =r 时 ,若是 卫 上 凸 函 数 , 则 f(w) 在 wo 点 是 
可 微 的 当 且 仅 当 f(z) 在 wo 点 是 G 可 微 的 . 
注 4， 当 于 = 屁 * 时 , f 的 导数 即 全 微分 . 
注 2， 当 尺 是 无 限时 ,两 者 是 不 一 致 的 . 例如 石 的 范 数 在 
点 (1， 总 ， 邢 ，…) 是 G 可 微 的 ,但 不 是 卫 可 和 的 . 
证 明 ，(1) 是 显然 成 立 的 , 
(2) 设 {e@1,…, 6e,} 是 了 中 范 数 为 1 的 基 . 由 假设 ， 
lim fro tor) 一 (oo) Le wy 
t=0 
存在 ,其 中 为 在 zo 点 的 G 导数 . 
令 p= 二 flwot) 一 f(zo) 一 《hw*>， 则 gl8) 是 关于 的 
凸 函数 , 且 


pH) 一 人 (> hei) 一 儿 全 hs na) 
< 二 > pme) 


由 G 导数 的 定义 知 ， 
lm Pet 


ha0 让 


-mn ent ho) ~ fen) -phkes > 0 (1.2) 


另 一 方面 ， 
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J/ 、 已 hne) 
用 hs; pl dt) 
pu 辫 1 


< ) HL)) .8 
由 于 对 任何 实数 组 (as, …, a,), 有 
( 窜 Ia?) < 庆 lal, 
所 以 ,由 (7.8) 有 
p< Ll) See | 
<KIalS eg |， 
其 中 下 为 (R", 上 站 与 (R", | |) 的 线性 同 胚 常数 ， 


从 而 ,也 有 
pCRKIh | | 


由 于 9 是 凸 函 数 , 故 
0-g( 全) 于 (p( 内 二 9 一)， 
于 是 ， 一下 加 -25aeo | 


<-p(- 介 <p( 好 <E1 太 由 证 卫 这 |, 
所 中 ， 12 <K min{S| 7 CA i } 
结合 (7.2)， 认得 到 /在 wm 点 是 了 苛 基 的 DD 
定理 ?.1.1 车/ 是 Banach 空间 及 的 开 抽 于 集 蔬 上 定 
义 的 一 个 是 函数 ， 则 对 任 zoE 万, WE 及, f(z) 在 vo 点 关于 久 的 
左 、 右 方向 导数 总 是 存在 的 , 且 
—f+ (v0) (—=f (0) Go， 
并 且 ,及 (zo) (w) 是 正 齐 性 .次 可 加 泛 函 ( 正 齐 履 次 可 加 沁 函 叫 次 
线性 泛 函 )。 
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ba 


nn | 了 | 


t=11 


证 明 : 设 0<set, 合 wo 十 给 E 月 ， 
fwot-sw) 一 了 (= 3 mo) 
S 一 8 
和 也 ,Fazo 十 刀 ) 十 fn), 


Wm fts fo) foot t) — f(a) 
S MM 


由 于 恕 是 开 集 , 存在 如 >0, 使 zo 士 fpE 杏 , 则 当 如 >t>0 
时 ,有 


Jo ~/ (TE (cot td) + (te)) 
to 
< fh jw + fvo— tou), 
所 以 , 当 加 > 巡 0 时 ,有 


Ll -Hota)) < Lt -flee). 


由 上 面 证 明知 道 , 丸 So 十 地) 一 了 se) 关于 1(t>0) 是 单调 不 
减 的 , 且 当 0 时 ,有 下 界 ,所 以 
lim Leot tu) — flwo) = (vo, ww) 总 存在 。 


并 且 ， 还 有 
f-(%0) Go —lim 人 二 地 —f (zo) 


= 一 lin ft fzo) 


一 一 (zol( 一 加， 
和 (wo) (ww) 的 正 齐 性 是 显然 的 ， 又 对 一 切 充分 小 1>>0， 
zott(uto)) 一 Foo) 
t 


< flwot2tu) — fvo) + f(zot2tv0) ~— flvo) 
2 2 2 9 ° 


两 边 取 极限 得 到 ， 
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(ro) oto) foo) (D+ Cao) (0), 
故 (co) (是 次 可 加 的 . 口 
推论 7.1.13 在 定理 的 条 件 下 ,还 有 
GD fio0) (-D<fi(e0) (0), VeEX, 
(2) 车 岂 (ww) (四 是 & 的 线性 画 数 ， 则 刻 (co) (内 存在 ， 因 
此 ， 此 时 f(z) 在 oo 点 是 G 可 微 的 ， 且 f 在 点 G 导 数 就 是 
了 (wo)(*), 并 且 , 反 之 也 成 立 . 
证 明 ; (1 因为 
7 i vot:0) — fwe) 
f4 (00) (0) lim Leott0) — fee) 一 0， 


故 。 0- 及 Go (0)<< 反 (eo) 人) 二 下 Go (一 区 
故 (了 成 立 . 口 
人) 闭 户 (eo) (是 线性 泛 画 , 刚 
f° (oo) CD) =—f 4) CD =) (OW), 
从 而 ,下 列 极限 存在 , 且 
lm 9+ — fa) ~ fo (oo) (u),. 


t=0 
又 由 定理 7.1.,12 的 证 明知 ,对 某 个 1 之 如 >>0, 使 “0 十 to4€ 
召 , 有 


fC) OW < H+ fe 


由 于 Fo) 在 m 点 连续 , 故 存在 zo 的 一 个 邻 域 U。,, 使 得 当 

9gEUe. 时 ,有 |)| 生 对， 从 而 当 ww+woEUs, 时 
1.4 Coo) (0) | <2M. 

于 是 , f(zo) EE”, 即 f(w) 在 vo 点 G 可 微 ， 且 (wo0) 为 (2) 
在 wo 点 的 导数 . 

另 一 方面 的 结论 是 显然 的 . 口 

(四 ) 凸 函数 的 次 梯度 (次 微分 ). 

次 梯度 是 研究 凸 函数 的 一 种 重要 工具 . 

在 本 小 段 , 不 作 特别 声明 ,总 假设 DD 是 Banach 空间 站 的 
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开 凸 子 集 ，f: D 一 RR! 是 连续 的 凸 函 数 ， 
定义 7Y.1.10 令 f 是 开 凸 子 集 D 上 的 连续 是 函数 ， 对 于 
zoE€ D， 如 果 存 在 w*E 且 , 满足 下 列 条 件 ， 
Cy— vo, WIESY) ~ fv0), VYED, 
则 称 性 为 了 在 mo 点 的 次 梯度 ， 记 
8f(wo) 一 {VEX 下 是 Fo) 在 oo 点 次 梯度 }. 
注 ， 次 梯度 也 叫 次 微分 ， 它 是 范 数 支撑 映像 的 一 种 推广 , 
性 质 .1.14 (1) 8f(z) 是 非 空 w" 紧 凸 集 , Vw ED. 
(2) 8f(z) 是 单 点 集 当 且 仅 当 f(2) 在 % 点 可 微 . 
(3) 着 定义 8f. D 一 2 一 {B; BC 则 好 是 局 部 有 界 
的 ， 即 对 任何 mo。€ D， 存 在 用 >0 和 wo 点 的 邻 域 Uo， 使 得 当 
wEUs, 时 , 对 一 切 2*E98f(w), 有 
Eb 
证 明 ，(1) 由 定理 7.1.12 及 推论 7.1.18 知 ， 
—f4 (v0) (~—%) Sf (v0) (%), 
车 对 一 切 %， 上 式 中 等 号 成 立 则 f4(wo) E90f(wo)， 这 表明 
of (wo) #8. 
否则 , 存在 y€ 对 ,使 
— fi(v0) (—Y) <f' (v0) (9), 
选 a€ RR', 使 
一 方 (zo) (—Y) <a<f (0) (9). 
令 必 一 span{y}, 定义 由 EAM*, 册 (ty) 一 tx, Vt。， 则 对 一 切 
vz 忆 UM, 有 - 
p(s) Sf (v0) (2). 
由 Hahn-Banach 定理 ， 存 在 由 的 延 拓 由 使 见 是 瑟 上线 
性 泛 函 , 且 满 足 y< 和 户 (zo0， 于 是 , 当 wE€ 导 ,| 充分 小 时 ,有 
Vf wo) (WE fvotw) — fv0). 
由 推论 7.1.18 的 证 明知 ， 内 E 茸 ", 从 而 事 E90f (wo)， 故 此 时 也 
有 8f(wo) 直人 
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显然 , 9f(z0) 是 凸 集 ， 并 且 , 容易 看 到 8f(wo) 是 w" 闭 的 ， 
下 面 证 明 8f(%o) 是 相对 w” 紧 集 ， 事实 上 ， 由 于 了 是 开本 
集 ，woE€D, f(z) 在 wo 点 连续 ， 从 而 存在 0 点 的 邻 域 B(0, 86)， 
使 wo 十 B(0, e)CD, 并 且 当 yE B(0, 8) 时 ,有 
|f(wvoty) ~ fv0) |<1. 
我 人 有 3f(zo)cC(B(0， 专 )) ，( 事 实 上 ， 当 yeEB(0， 坪 ) 时 ， 
有 fwo 二 引 一 f(zo) 忆 1, 故 车 w*E9f(wo), 则 
Cy, OE FY + vo) — fv0)<1, 
且 一 人 02 生 帮 一 y 十 zo) 一 oO) <1, 
即 |<y, 2 >| 和 二 这 表明 
sc(a 站 
由 此 得 到 69f(wo) 是 Ww 紧 凸 集 ， 口 
(2) “>” 著 /在 mo 点 是 G 可 微 的 , 则 (mo) 存在 , 且 
f’(n0) (2— m0) ~lim Fsot t(%~ so)) — f(a0) . tw go)) 二 ao) 


< .co) -ao YzEDD. 
所 以 ， f (wo) €0f (wo). 
又 若 x*E9f(wo)， 则 对 一 切 充分 小 的 >0, 有 
《(zo 十 纪 ) 一 2zo， IE fvottu) — f(z0). 
故 , 对 一 切 充分 小 的 t>0, 有 
Cu, oO fw tt — f (vo) 


从 而 , 《uw, 2 > 和 三 (coj (w),， Vw， 同样 地 , 也 有 
Cu, IEF (0) (—w), 
故 Cu, 2°>=—f" (v0) (4), Vu, 
好 v2 一 了 (4go), 于 是 2f(wo) 一 {f(z0)}. 口 
“<=” 由 (了 D 的 证 明知 ， 若 f(zo) 是 单 点 集 , 则 对 一 切 z， 有 
(wo) (2) 一 了 (wo) 2), 这 表明 ,op tw) 存在 ,由 推论 7.1.18 
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知 , f(z) 在 zw 点 是 G 可 微 的 ， 口 
(3) 由 定理 7.1.6 知 , /在 DD 上 是 局 部 Lipsehitz 函数 . 即 
对 任何 wo。 ED， 存 在 zo 的 邻 域 U。,， 和 到 。,， 使 得 当 y, zE Us。， 
时 ,有 
[Fo 一 AD 和 天 oo 一 二. 
对 任何 yEU6,, E60f(y), 取 六 使 y 十 CU, 于 是 对 任 
何 wEV, 有 
IIE YH -FWD EKelul, 
由 于 斑 是 0 点 邻 域 , 故 有 fy 志 M。,. 口 
次 梯度 映像 并 不 是 “线性 的 ”, 但 是 却 有 下 面 的 性 质 . 
性 质 7?.1.15 车 fg 是 Banach 空间 了 的 开 同 子 集 4 上 
定义 的 连续 凸 函数 , 则 对 pE A 和 s, t>0, 有 
a(sf+t9) =s0f(p) +t09(p), 
证 明 ， 首 先 证 明 ， . 
f +p) 8) 一 maxfto (2); vw EOFP)}, (7.4) 
且 
-PD(-2) =f (2) 一 minfo (2); w* EOf CP)}. 
(7.5) 
事实 上 , 由 性 质 7.1.14 人 ) 知 ， 8f(p) 是 非 空 w” 紧 凸 集 ， 故 
(7.4).、(7.5) 右 边 都 能 达到 、 又 由 性 质 7.1.14 (2) 的 证 明知 道 ， 
max{w”(%); 2* EOf (pH ESICP) (8), 
也 有 max{%*(—%); 2* EOf(p)} Ef (P) ~) 
所 ,fF-(p) (5)=—f1(p)(—%) 
<min{z’ (2); 2 EOf CP)} 
<max{%"(%); 2 EOf (Pp)} Ef Ps) ， 
固定 2 车 max{2*(%); 2*E€0f(p)} 达 f+4(P) (2)， 令 闪 一 
span{w%}, 及 由 EM', 使 由 (如 ) =ta, Vi€E 有 R!, 其 中 max{w” (2); 
vw EOf(p)}<a<fi(p)(z)， 于 是 在 履 上 有 中 <f(p), 间 定 
理 7.1.14(2) 的 证 明 , 得 到 由 的 延 拓 炎 E8f(p), 但 这 时 ,有 
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max{fo oji 人 EBD) <a= yy), 
了 矛盾 ! 这 表明 对 一 切 z€E 了 及 ,有 
maxfo oj 2" EOf(p)} =f'(p) (2), 
即 (7.4) 成 立 ， 从 而 
fF- PV)=—f (Pp)(~s) =min{s (2); 2% EO PD)}. 
于 是 (7. 钙 成立 . 
现在 令 及 =sf-tg, 则 
max{y(%2); YEP)} 
= (Cp) (9) =sf 4(p) (2) -Hig (p) (2) 
一 Smaz{y(z); 出 EBP(D) 十 如 Inax{ 由 (Oo); LED9 2)} 
一 max{yh(o)i IEs:0f (Pp) +t0g(p)}. 
又 由 于 8:9f(p) 二 tOg(p)COh(p)， 且 8:9f(p) 十 tO0g(%) 与 
Oh( Dp) 都 是 Ww”* 紧 凸 集 , 故 
oO(sf+ig)(p)=s*6f(p)+i0g(p), OO 
下 面 的 定理 进一步 说 明 次 梯度 的 几何 意义 . 
定理 3.1.16 若是 总 的 开 凸 集 4 上 定义 的 连续 凸 函数 ， 
则 
(1) 若 w*EX',， 则 
Ea CY TCOI 一 Fo) 十 (一 oo) 
是 epi( 了 用 在 点 (zo,f《wo)) 的 支撑 超 平 而 ( 即 及 的 图 (%w, h(w)) 是 
epi\ 了 ) 的 支撑 超 平面 ). 
(2) 反之 , 若 (w', Sj EX*xR!', HH-{(%, tf) EX'x BR! 
w"(%$) 十 st 一} 是 epi( 有 在 (zo,，f(wo)) 点 的 支撑 超 平面 ， 令 
a=inf(w”, s) (epi( f)), 


则 当 sx0 时 ,有 s>0, 且 一 -全 是 /在 ow 点 的 次 梯度 


证 时， (了 由 次 梯度 的 定义 知 ; 2* E909f(z0) 合 hl4 忆 了 
定义 BEZX*xR!, By, tw (v)+t So= (go) ~— 
wv" (wo), 划 
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‘hla<fOinfS(epi(f))=B (v0, fw0) 一 w。 
因此 ， 超 平 面 {(%, £); Dl%, t) =@} 在 (wo，, ao)) 点 支撑 epi( A), 
很 清楚 , Po) 的 图 Co, h(w)) 就 是 超 平面 {人 zw, ;BD(%, 如 =o}. 
口 
(2) 由 条 件 知 ，a=4* (wo) 十 sf(x0) sc) 二 YoE4， 

及 tf(zo)， 故 宇 s0、 若 s 关 0 则 

Tao0) + /le0) < ww) +s, 

Vi€A, t>f(%), 

从 而 ,对 一 切 zE 4， 

(—F0) (0-00) <f(0) fle0), 


所 以 ， 一 二 2*E8f(wo), 口 

由 于 次 梯度 映像 一 般 是 集 值 映像 ,在 讨论 它 的 “连续 性 "时 ， 
我 们 引入 下 面 的 定义 ， 

定义 ?.1.1L 令 豆 . 刃 是 拓扑 空间 , 集 值 映 像 m. 如 一 2 一 
{B; BC 了 } 称 为 在 EB 点 上 半 连 续 ， 如 果 对 任何 含 p(w) 的 
邻 域 历 , 存在 w 的 一 个 邻 域 广 , 使 得 当 yEYVY 时 ,有 p(y) CW， 
2 称 为 在 w€ 召 点 下 半 连 续 ， 如 果 对 任何 满足 WW 人 p(w) 关 8 的 
开 集 矿 , 总 存在 % 的 邻 域 站, 使 得 当 yE 六 时 ,有 

py) 用 丈夫 四 

注 ， 当 为 单 值 映 像 时 , gp 在 2 点 上 半 和 连续 《9 在 2 点 ( 按 

通常 定义 ) 连 续 . 
”下面 讨论 次 梯度 映像 的 连续 性 . 

定理 ?.1.17 车 /是 下 的 开 凸 集 4 上 定义 的 连续 凸 函数 ， 
则 次 梯度 映像 9f: 了 ~>2” 一 {BBCX"} 是 范 -w" 上 半 连 续 的 ， 

特别 地 , 当 了 是 G 可 微 时 , 次 梯度 映像 是 范 -w 连续 的 . 

证 明 ， 令 z€4, 任 取 习 "的 咏 开 集 太 ,使 /co)C 刺 . 

首先 ,我 们 看 到 , 如果 >w， 及 必 Eajow), 则 存在 {ox 的 
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子 定向 列 {oi}, 使 必 一 >z*Eaj(z)， 事 实 上 , 由 于 3j(w) 是 局 
部 有 界 的 ， 故 存在 2 的 邻 域 Us。 及 用 >0, 使 得 当 yEUs 时， 有 
Ief(y)1<MU， 所 以 ， 当 n>WNW (对 某 个 充分 大 的 六 ) 时， 有 
jzx|<M， 由 Banach-Alaoglu 定理 ， 存 在 {e*}>1 的 子 定向 列 


{z 引 使 几 - 工 > a*EX"*, 则 对 -一切 yE4 有 

< 一 办 一 一 人 一 oo LAEfY) ~— fa), 

又 由 于 加 下》 吉 >w', 故 对 一 切 YE 4 有 
Y—%, tOEfY) 一 .Fo)， 
所 以 , rEB8f(z), 于 是 吉 一 > mrEaj(o). 

由 于 次 梯度 映像 是 局 部 有 界 的 ， 取 z 的 邻 域 Us 和 有 >0， 
使 得 当 yEU。 y*C9f(y), 有 jj < 于 是 , 必 存 在 = 的 邻 域 
Vo, 使 CU 且 当 yEV。 时 , 有 2f(y)cW， 事 实 上 ， 否 则 
存在 { 节 }7iC 开 ,使 四 -四 但 是 , 9f(ww) 夺 W， 选 E9f(w1)\ 
W， 由 上 面 证 明知 ， 存 在 {2 的 子 定向 列 {z 叶 ， 使 必 - 了 > 
w*C9f(z)， 由 于 9f(zw)CW, 故 W 是 售 * 的 w' 邻 域 ， 因 此 ， 
存在 ao, 当 om 时 , 有 必 E 且 ,这 与 必 的 选取 矛盾 | 于 是 ,我 
们 得 到 次 梯度 映像 是 范 -w* 上 半 连 续 的 . 口 

引 理 Y.1.18 设 /是 了 的 开山 子 集 4 上 定义 的 连续 四 函 
数 , 又 在 wo 点 的 下 导数 (zo) 存 在 , 且 若 {8jiCRR -> 
0, U 是 了 的 0 点 邻 域 ， 那 么 如 果 {wi}2 忆 X* 满足 ， 对 一 切 
WwEU, 有 

Cy, OE fvoty) ~ fv0) + B,, (7.6) 
则 co —>0. 

证 明 ， 设 {zj 让 1 满足 (7.6), 但 1z 一 了 (zo) >28， 对 某 个 

>>0, 则 存在 ES(X), 使 
Cn, Wf (20) >28. 
由 于 f(s) 在 wo 点 的 下 导数 为 (zo), 故 对 这 个 s>0, 存 在 
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5>0, 使 BB(0, 5)cU, 且 当 |y1<5 时 ,有 
fvoty) — fv0) — fv0) (9y) <elyl. 
令 yr 一 02,, 则 jy,1=5, 从 而 
286 < ys, mi—f (v0)> 
~ Cyn, £1> ~ Yns f (V0)> 
<f(voty,) — fv0) + Bs — yn, f (0)> 
<elyni t+B,=ed+B,, 
内 于 B,->0, 故 2e6<<e6, 矛盾 ! 口 
定理 ?7.1.19 车 f 是 全 的 开始 集 4 上 定义 的 连续 同 函 数 ， 
又 了 在 wo 点 下 可 微 , 则 38f 是 范 - 范 上 半 连 续 的 . 
特别 地 ,车 了 在 4 的 每 个 点 是 下 可 微 的 ， 则 98f 是 范 - 范 连 
续 的 . 
证 明 ， 设 {ejmC4， %, 一 woE€ 4. 
任 取 wmEaf cz)， 令 
,= C0n— to, 22> 一 wo) 十 jzo)， 
由 于 mm-~>2z， 且 /是 连续 的 ,于 是 B.~>0， 又 由 于 
多 EgfF(o)， 故 对 充分 小 的 y( 使 mo 二 YE4)， 有 
《(zo 二 0) — sn, Ef LotY) — fiwn). 
从 而 ,对 充分 小 的 y( 使 %o 二 YEA), 有 
Cy, OEf votY) ~— fv0) + Lon — oo, vi> ~— fl0n) + f(to) 
=f(voty) —f(v0)+pB,. 
由 引 理 7.1.18 知 , 1 一 了/(wo) 1 >0. 口 
此 外 ， 对 Fréchet 导数 还 有 下 面 定 理 . 但 是 关于 Gateaux 
导数 尚 不 知 相应 的 定理 是 否 成 立 . 
定理 7.1.20 设 f 是 Banach 空间 也 的 开 凸 子 集 D 上 的 
连续 凸 函数 ， 则 了 (f, D) 三 {rz ED; f(z) 在 sz 点 是 下 可 微 的 } 是 
一 个 Gs 集 . 
注 ，F(f, 妨 可 能 是 空 集 ， 鲍 如 ,已 (及 ， 记 一 化 
证 明 , 令 U,={zED， 存在 BG， 6YCD， 且 对 任何 久 ， 
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vs€B(v, 5), 有 
snp {lai os of€E0f(m), i~1, 2}<21. 
很 清楚 , U, 是 开 集 ， 
令 4- 口 0,, 则 4=7(Ff, DD). 事 实 上 ,车 woE FP(f, D)， 
则 Of (wo) 一 了 (0), 出 定理 .1.19 知 ， go 人 4, 故 五 (万 D)CA, 
反之 ,车 so€4, 则 特别 地 ,有 对 一 切 %，diam8f(wo) < 十 ,因此 ， 
8f(zo) 是 单 点 集 ， 所 以 ,由 人 性质 7.1.14 知 , f(z) 在 wo 点 是 可 
微 的 。 令 {区 } =9f(wo)， 固 定 %, 由 于 wo€ 4, 故 存在 B(s, 3)， 
使 得 当 zt waEB(w, 6),， 有 
上 -< 工 
其 中 必 E9f(w0), i 一 1, 2. 因而, 当 | 四 <8 y*E8f(wo+ 四 时 ,有 
Iy' 一 o| < 过 ,又 
C—Yy, VO = Loo (wo), VO fv0) — f v0), 
所 以 , 当 jy| <5 时 ,有 
fvoty) ~— foo SYy, VI=LY, 007 十， y— 2 
< 必 只 + 二 il， 
因此 ，f(%) 在 mo 点 下 可 微 ,i.e,，woE8(f，D)， 因 此 4c 
了 (J, DD) 即 4 一 了 F(f, D)， 所 以 了 (f, DD) 是 GG 集 . 口 
(五 ) 连 续 规 函 数 的 G 可 微 与 了 可 微 
在 第 五 章 中 , 我 们 讨论 了 范 数 的 G 可 微 性 及 下 可 微 性 ， 大 
家 知道 , 范 数 是 一 种 特殊 的 凸 毅 数 ， 下 面 ,我 们 讨论 一 种 稍微 广 
泛 一 点 的 一 类 西 函数 一 “由 郊 的 具有 非 空 内 点 的 凸 集 0 生成 的 
连续 规 画 数 . 
注 ， 在 第 一 部 分 第 二 章 中 ， 我 们 定义 由 均衡 凹 吸收 集 生成 
的 Minkowski 函数 叫 半 范 (或 规 画 数 )， 在 这 里 ， 我 们 约定 连 
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续 规 函数 是 非 负 正 齐 性 次 可 加 连续 泛 函 ， 它 是 由 具有 非 空 内 点 
的 是 集 O( 不 要 求 均衡 性 ) 生 成 的 . 

性 质 7.1.21 令 O 是 于 中 古 集 , 0€int0, pelz) 是 0 的 
(连续 ) 规 函数 ，O 的 极 0"= { EX 《wm, 2*><1,，YwEO}( 由 
于 此 处 讨论 的 是 实 Banach 空间 ， 故 可 规定 C 的 极 具 有 上 述 形 
式 ), 则 

(1) # ER, 2 EPpo(s), VLE TA. 

(2) Zeo(o) 一 sup{fo 2°>; 2* EO. 

证 明 ，(1) “>" 著 sr E00, 对 任 wE 了 ,8>0, 0 二 65 咏 
故 

“(re)<L 
从 而 《w, w'> 志 pelz) 十 e。 由 8 是 任意 的 ， 故 对 一 切 %EX, <%， 
2 <po(w). 

“=”" 著 EE 且 *", 且 对 一 切 wE 有 ,有 《vw, ospo(o)， 则 当 
2EO 时 ,有 po(o) 和 1 从 而 人 zs 二 故 w* E09, 口 

(2) 由 (的 结果 知 , 当 必 EC 时 ,对 一 切 2E 呈 ,有 4 0 > 
<po(z)， 从 而 sup{《%, 0; ww”€0°}<pe(4). 


另 一 方面 ， 又 由 于 06Einto, 且 一 了 ~ E2O(C 的 边界 )， 


Pel%) 
由 支撑 定理 , 存在 2”*EXY", 使 
(hy mr ) 一 snp 2 (O) 一 wa>.0。 


Sy 和 2 则 rE09, 且 《rw, 多 > 一 Do(z)， 所 以 
po(O) 一 supfo oo w EO. OD 
引 理 .1.22 今 0 是 Banach 空间 六 的 西 集 ，0EintO， 


记 p 了 =pec， 则 
wv EOp v0) 00, 2 Y=plvo), £2 EC, 
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证 明 : “人 若 入 Eap(zo)， 则 对 -一 切 yEO, 有 
Cy, IEPYT 0) 一 D(oo) SPY) + P20) 一 002o) 
=p() <1, 
从 而 w*E0, 又 
《zo，0> 生 DO(2zo) 一 2D(zo) 一 2D(oo)， 
《一 zo, ><P(0) 一 D(oo) 一 一 00zo)， 
故 zo, 0> 一 p(oo， 口 
“=” 因 对 任 yE， 有 
PE EO，Ve>0. 
所 以 , 车 E09, 则 <y, wp(y)。 又 因 《ro 2 > 一 Dozo)， 故 
对 一 切 yE 了 XY, 有 
Cy — wo, PIED(Y) — p(T0), 
所 以 w*€6plwo). 口 
注 ， 我 们 看 到 ， 实 际 上 , O 和 0° 分 别 起 着 政和 于 "的 “ 单 
位 球 ” 的 作用 .它们 处 于 对 偶 地 位 ， 
定义 6.1.12% 车 太 是 子 " 的 有 界 子 集 。 zwE 了 X 称 在 2*(E 
K)w" 暴露 太 ， 如果 《vw, 2%》 一 MM(w, KK)>《w,y>, Vy EK\ 
{2"}, 其 中 必 (o, 到) 一 sup{Kz, yi EK}， 此 时 ,也 称 w" 为 
的 w' 暴露 点 . 若 此 外 ,还 有 当 {wr}1 CCK, 《wD >， >》 
时 ,有 ow 一 2*1 下 0, 则 称 zE 及 为 在 zw*(EK)w' 强暴 露 KK, 
叫 天 的 w” 强 暴露 点 . 
定义 6.1.13 若 太 是 卫 * 的 有 界 子 集 , w>0, wE 允 , 则 
S(w, oa, K)={%EKR, Co, ONM(y, K)~-o} 
称 为 天 的 一 个 w’ 切片， 
性 质 ?.1.283 车 K 是 六 "的 有 界 子 集 , 则 % 在 x (EK)w” 
强暴 圳 及 今 当 a->0 时 , diamS (vw, a, 天) 一 0. 
证 明 ， 容 易 从 定义 出 发 直接 证 明 . 
注 ， 从 这 个 性 质 看 到 , 强暴 露 具有 某 种 一 致 性 ， 
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定理 7.1. 员 设 2 是 和 上 的 连续 规 函 数 , 令 CO= To p(o) 
和 1 则 
(1) 2 在 2 点 具 G 导 数 帮 会 从 EO% 有 是 vw 在 w* 点 w' 暴露 
0°. 
(2) pbp 在 ws 点 具 F 导 数 w*@w*E0O, 目 4s 在 xz* 点 w 强暴 韦 
O°. 
证 明 ， 人 由 性 质 7.1.14 及 引 理 了 . 工 .22 知 ， 
光 在 2 点 具 G 导 数 全 ap(O) 一 { 全 
一 Sw EO,, 且 wo, 2 > 一 D(zo)， 
wo, 0><D(zo)，VY 六 ECn， 
会 2 在 入 (GEO9 点 克 暴露 0 口 
(2) “一 由 于 玫 是 2 在 2 点 的 卫 导 数 ,更 有 作 是 2 在 2 局 
的 G 导 数 ,由 (DD) 知 , 2*EO, 且 z 在 必 点 ww 暴露 Oo 
车 人 E09 且 《w, vi>— 《4 9》， 
令 B=<%, 0 一 人 加 则 B 一 0. 
因为 2*€E0, 由 性 质 7.1.21 知 , 对 任何 % 有 
z+y, mE pIY+%), 
所 以 ， Cy, wpPY +H) — Ko, vr 
. 一 0 十 四) —p(w) +B,. 
由 引 理 了 .1.18 知 , [一 z1 一 0 所 以 z 在 ww” 点 w' 强 梭 露 
0°. 口 
“=” 由 .(j) 知 , zw* 是 Pp 在 点 的 导数 . 
由 于 多 是 连续 的 , 故 存在 五 >0, 使 p(y) <Klyl. 
又 由 于 ww 是 由 4% 点 w’* 强暴 露 的 ,根据 性 质 7.1.23 知 ,对 任 
何 s>0, 存 在 3>0 使 得 当 多 ECo 且 《%, ”> 之 p(w) 一 2K6 时 ， 
有 六 -2 入 s. 
由 性 质 7.1.21(2) 知 , p(z+y) 一 衣 (w 十 y, 0), 因为 ?是 
w" 紧 集 ， 故 可 选 多 EC0， 使 人 十 彤 % 一 pz 二 切 ,于 是 , 我们 
有 
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《rm, y= PIFY — <Yy, WY 
>p%) —p ~) — Cy, WY 
>p(%) — Klyl—2ty) 
>p(2) —2K lyl. 


所 以 , 当 ly|<8 时 ,有 


Cw, yp(7) —2K6, 


因此 ,1 一 o 生 se， 因而 , 当 ly| 过 5 时 ,有 
DO 十 0) LotY, WEPE) + CY, WY 


一 (oO] + Ly, 2 +LY, W—%"> 
<ps) Ty, 2 2+ ly yl 
<p(%)+ky, ?+elyl, 


即 , 当 | 由 < 时 ,有 


O<p(z+9)—ps) —<y, 2 ><elyl. 


这 表明 是 p 在 zw 点 的 下 导数 . 口 
注 ， 这 里 , 我 们 看 到 G 可 微 性 与 玉 可 微 性 有 相当 对 称 的 性 


定理 7.1.265 车 下 是 Banach 空间 , 则 有 下 列 两 组 等 价 命 


叉 上 每 个 连续 规 函 数 在 一 个 稠 储 上 G 可 微 . 

了 "的 每 个 w" 紧 凸 集 是 它 的 双 ”暴露 点 的 w" 闭 
凸 包 . 
防 上 每 个 连续 规 函 孝 在 一 个 笛 G。 集 上 G 可 微 , 
和 上 每 个 连续 规 消 数 在 一 个 稠 集 上 下 可 微 . 

于 "的 每 个 w” 紧 凸 集 是 它 的 w' 强暴 露点 的 w 
闲 凸 包 . 


证 明 ，G(1) 礼 QC2) 令 下 是 革 * 中 Ww* 紧 丁 集 ,， 不妨 设 


质 

题 : 
G(b: 
G (2), 
F(D). 
FO). 
F (8). 

0EG 天 . 


定义 p(*) 一 MM(%, 玉 ) 一 max{《z, 2 w"CEKK}, 则 2 是 连 
续 、 正 齐 性 ,次 可 加 . 非 负 泛 函 , 即 wp 是 一 个 连续 的 规 函 数 。 又 令 
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0 一 {%; p(w%) 忆 1}, 则 2=2o， 且 00= 天 (容易 证 明 ，O= "天 ， 
故 0 一 OK)?=co™w (KU0)=). 
令 J=c0" (Ww*exp 玉 ), 其 中 w*exp 表示 到 的 w' 暴露 
点 全 体 ， 显 然 , VC 大 车 J 大 K, 令 
D={z EX; M(z, 7) <M(z, FE)}, 
则 DD 是 非 空 于 子 集 . (事实 上 ,车 zED, 令 
3- (%, R)—M(%, 7)), N~sup{lol; aEK}, 


则 当 yEB(a， 元 ) 时 ,有 
M(y, EK)>M(z, FE)-5>M(», 7)—6 
>Miy, 7) +8-8—M(y, J), 
故 yED, 即 B(z， 喜 )cD, 这 表明 DD 是 开 集 . ) 

由 假设 了 的 G 可 微 点 是 稠 集 ， 故 存在 mE 刀 使 得 p 在 v6 
点 具 G 导数 必 ， 由 定理 7.1.24 知 ，* 是 一 0 的 一 个 Ww* 暴 
需 点 , 故 2*EJ, 且 《oo, w*》 一 M(wo, 尺 )>M(m, J) 蔬 盾 ， 所 
UJ-K. OD 

五 (9) 坊 也 (9) 的 证 明 具 须 将 上 述 w* 暴露 点 换 成 w* 强暴 露 
点 , G 导数 换 成 下 导数 即 可 . 

G(2) 坊 GQ(D 由 于 必 是 p 在 so 点 GG 导数， 所 以 e* 也 是 ap 
在 Bo 点 的 G 导数 , 其 中 a>0, B8>0， 因 此 , 不 妨 假设 p(o) < 
Izl, Ves. 

令 0 一 {2zEZ; p()< 二 ， 任 意 选 定 2ES8( 且 )， 由 定理 
7.1.24 知 ,只 须 存 在 VEY, 使 yo|<e, 且 y 是 w' 暴露 0 
的 一 个 点 即 可 , 其中。 是 任意 小 的 正 数 . 

信 N- 习 EX 人 0-0 el< 引 由 克 是 吧 时 四 
集 ， 再 令 及 ~co(O"UN), 则 区 是 w* 紧 凸 集 ,由 假设 

K=00"(w"expK). 
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容易 看 到 ， 
Mo, K)=gup{ly, or EE} 
=—Sup{%, wo Di vw EO =p(%). 
作 医 的 Ww’ 切片 S(w, p(z) 一 8, KK)={w' ERK; (v, 07> 
M(w, K)—p(2)+e}=— {2 ER; 2, 27> e}. 
S(w, p(w) 一 8, 下) 是 下 的 一 个 w* 闭 晤 子 集 , 从 而 ， 它 是 
w" 紧 凸 集 . 由 假设 ，{w expS (w, p(%) 一 8, 上 )} 关 8， 于 是 存 
在 YE{w expS(w, p(w) 一 2, )} 几 0 三 4. (事实 上 , 令 
H={%€RK; kw, +) =— 8}, 
则 五 是 w' 紧 凸 集 ,车 {wexpS (x, p(x) 一 8, KK)CH, 则 
S(v, pz)—8, KCH, 
耶 盾 ! 故 存 在 YE {wexpS (w, p(2) 一 2 KD)}N {2 EKR; 《%, 
2 人 >>e}。， 但是, 太一 c0COOUWNW), 故 庆 =owt 十 (1 一 Qa) 避 ,其 中 
O<a<l1, wi EN, we ECO, 8 Cv, Yy>>8, 同时 ,存在 yES(X)，, 
使 
< y=—M(y, So p(%) — 8, RK)). 
所 以 ,我 们 有 
Cw, (I~a)%2> =—&%, onit+ 10) = &%, YY>e, 
选 6, 使 0<5<(1-oa), 是 
C2, ((1—0)—6)%2>>e, 
则 (a+6)wi+ (li-a) ~22ES(y, pw) —e, KK), 有 
Cy, (aot ov+ (1—a—d) > 
=M(y, S(w, p(2)—e, K)) 
+6(Xy, 21>— &y, v2>) 
<My, Sv, p(2)—s, 五 ))， 
所 以 《y, 2?) 志 Ky, m2>, 于 是 
CY, YOY, amit (L—o) rEY, >, 
但 是 ，《%, 227》 之 《2， (1 一 0) 坟 2》>>>8， 所 以 ，2m2 ES(%w, De) 一 8， 
太 ), 因此 , y* 一 2, 即 因 EC 且 《vw, YY》>e). 
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此 外 ,我 们 还 可 得 到 光 是 由 ww" 暴露 的 天 的 w" 暴露 点 . 
其 中 y 是 S(w, p(z) 一 se, 五 ) 在 久 点 的 w 暴露 泛 函 .事实 上 ， 
否则 , 存在 EK, 使 《z, 2 二 6 用 4 2 之 CY YY， 选 0<a 
达 1, 使 

Cp, oz (1 —a)y =. 
于 是 az* 十 (1 一 a)wES(w, p(w) 一 ge, KK). 但 是 ， 
< o2 + (Lo)y Cy, >, 
这 与 六 是 S(z, p(wz) 一 8, 下 ) 由 y 点 w* 暴露 的 w 暴露 点 矛盾 ! 

下 面 证 明 |z 一 y| 二 zs。 事实 上 ， 这 时 ， 对 一 切 s*”*EN， 有 
1Ky, 2》|<<1，( 这 是 因为 , 由 于 对 一 切 2* EK，《y, %>》<《y, 
>， 又 由 于 yES(z), 是 ply|<1,， 故 yEO, 因为 六 E 
0, 所 以 Ly, yD》<1, 从 而 更 有 对 一 切 w*EN, 《y, 2 区 y, > 
<1， 由 于 广 是 均衡 的 , 故 |《y, we> | < 了 D. 

由 引 理 3.1.6 知 , 这 时 或 者 |y 一 w1<s, 或 者 ly 二 ?|<s, 但 
是 ,后 者 是 不 可 能 的 ,因为 《y, y》>>0, 及 [yl<1, 故 

lstyl> w+y, y > er, >> 8. 
所 以 得 到 |y 一 21<a. 

这 就 证 明了 ,是 由 y 点 w" 暴露 的 的 Ww 暴露 点 ， 且 
[zs—yl<e. 口 

碑 (83) 过 7(2) 证 明 与 上 相仿 ,首先 得 到 ， 

K=co™(w'strong exp K), 
完全 同样 证 明 存 在 VEfw'sirong expS(%v, p(2) 一 £, 五 )} 
NO, 且 《o, y >>e, ?是 由 yES(X)w* 强暴 露 的 S(z, p(z) 
一 8, 五 ) 的 w* 强暴 露点. 

现在 证 明 , y* 也 是 下 的 由 y 点 w' 强暴 露 的 w' 强暴 露点 ， 
由 上 面 证 明知 道 ,yw 是 玉 的 w* 暴 露点 . 若 有 TojxC 撕 ,使 
Cy, YY, YY. 

若 态 ES(w, p(w) 一 e, 让), 则 及 一 六 1 一 0, 否则 , 存在 
世人 2 的 子 定向 列 {9 使 {9 好 和 SG p(w) 一 8, 五 )， 于 是 
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《oj yx><8. 由 于 {ya} 是 有 界 的 ， 故 根 据 Banach-Alaogiu 定理 ， 


有 { 他 的 子 定向 列 {4 所}， 使 妨 一 > 妨 EK, 于 是 
Cy, yo = <Yy, Y°>. 
由 于 久 是 下 的 风暴 露点 故 优 -y'， 但 Co, YS<s， 这 与 
《z, g>>e 矛盾 ! 所 以 六 是 玉 的 w' 强暴 露点 . 口 
GD 人 一 有 (2) 是 显然 的 . 
万 (分 一 天 (人 由 定理 7.1.19 知 . 口 
定理 7.1.26 设 Banach 空间 筷 上 的 每 个 连续 规 函 数 在 
一 点 G( 或 下 可 微 ， 则 区 "的 每 个 we 紧 唔 集 有 一 个 w* 暴露 点 
(或 w 强暴 露点 ). 
证 明 : 令 瓦 是 他" 的 一 个 w 紧 同 集 ， 不妨 设 0E， 
定义 p(w) = 人 (zw, K)=max{《wv, vi EK}, 则 p 是 连 
续 规 函 数 ， 令 0 一 {w; p(w)< 才 , 则 p 一 po, 且 0? 一 下, 由 假设 
p 在 vo 点 G 可 微 (或 五 可 微 )， 具 G 导数 (或 下 导数 )z*， 由 定 
理 7.1.24 知 , 2* 是 玉 =0° 的 Ww 暴露 点 (或 w" 强暴 露点 ). 口 
定理 7.1.27 若 全 x Ri 中 每 个 连续 规 函 数 在 一 个 稠 集 上 
G 可 微 , 则 全 上 每 个 连续 凸 函数 在 一 个 稠 集 上 G 可 微 
证 明 ， 设 /是 世上 的 任何 连续 凸 函数 , 不 妨 设 FO)= -1 
( 理 则 令 9(o) 一 /oO) 一 大 0) 一 工 即 可 ). 
令 0={(c 7r) EXXR!, f(r)<r}=eopi(f CTXR. 
由 定理 7.1.1 及 定理 7.1.3 知 , CO 是 五 XxR! 中 的 闭 凸 集 ， 
又 由 于 人 0) 一 一 1 及 f(z) 是 连续 的 ， 故 存在 s>0, 使 得 当 jz| 
三 8 时 ,有 . 
If(w)+1|< 吝 ， 
因此 ， 当 (z, 站 Et jal<eyx( 一 去， 豆 ) 时 ,有 
js- 豆 <m 
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妈 C0, 0) Efm lol<e}x (各, 到 )jco， 
从 而 0€intO, 这 表明 intC 关 人 由 

由 此 , po 定义 了 互 x 丽 :上 的 一 个 连续 规 函 数 ， 任 取 mE 
于 , 则 (wo, f(zo)) E80(O 的 边界 )， 根 据 假设 po 在 下 x Ri 的 
一 个 笛 集 上 G 可 微 , 故 存 在 (v7 ), 使 (w ,7 在 (wo, f(s0)) 的 
充分 小 邻 域内 , 且 po 在 (w 7) 点 是 G 可 微 的 . 

我 们 看 到 , 车 pe 在 筷 x Ri 的 某 点 及 是 G 可 微 的 , 则 po 在 
i 点 也 是 G 可 微 的 ， 并且 po( 站 二 玖 他] zx。 对 某 个 常数 


不 >>0. 所 以 ,我 们 可 选 (w', 7 ) E60, 使 po 在 (vw', ?是 GG 可 微 

的 ， 设 其 @G 导 数 为 (ci s0) E09， 由 于 (wz,?) E900， 故 r' 一 

Jo ,又 由 于 ( 喇 so) E09, 故 so 一 0, 从 而 ,《(w'， Fe) (一 硫 ， 
一 80)》 一 一 1， 并 且 对 一 切 (y, 引 Eepi( 万 ,有 
《( , (~—m, —80) > —1. 

这 表明 由 (一 邓 , 一 s%) 决 定 的 超 平面 支撑 epi( 有), 由 定理 7.1.16 

知 ,一 各 .是 f(w) 在 点 的 唯一 次 梯度 即 G 导数 ， 这 表明 在 


一 个 稠 集 上 G 可 微 ， 口 


$2 Asplund 空间 


定义 ?3.2.1 一 个 Banach 空间 马 称 为 Asplund 空间 , 如 
果 互 的 每 个 开 凸 子 集 五 上 定义 的 连续 凸 函 数 了 在 五 的 一 个 笛 
Gs 集 上 是 了 可 微 的 . 

注 ， 由 定理 7.1.20 知 , 实 际 上 ,对 任何 Banaoh 空间 互 ,在 
及 的 开刀 子 集 妃 上 定义 的 连续 凸 函 数 f, 了 的 下 可 微 点 全 体 总 
是 G6s 集 (或 空 集 ). 

定义 7 了 .2.29 一 个 Banach 空间 及 称 为 wAspland 空间， 
若 互 的 每 个 开 凸 子 集 如 上 定义 的 连续 凸 函数 了 在 达 的 一 个 笛 
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Ge 集 上 是 G 可 微 的 ， 

定义 ?.2.8 若 卫 ' 是 Banach 空间 下 的 共 思 空 间 , 丈 称 
为 w* Asplund 空间 ， 如 果 六 "的 每 个 w 下 半 连 续 凸 函数 在 一 
个 稠 9s 集 上 是 卫 可 微 的 . 

定义 ?.2.4 车 全" 是 Banach 空间 于 的 共 轿 空间 , 了 “ 称 
为 D4 空间 ,车 了 "的 每 个 Ww 紧 凸 集 是 它 w' 强暴 露点 的 w 闭 
凸 包 . 

Banach 空间 上 连续 凸 函 数 的 研究 最 早 追 溯 到 1933 年 
Mazur 的 工作 , 他 证 明了 每 个 可 分 Banach 空间 是 wAsplund 空 
间 . 1968 年 E. Asplund (E. Asplund, Acti. Moth, (1968)31 
~ 和 所) 进一步 对 连续 是 函数 进行 了 深入 的 讨论 。 他 研究 了 
Asplund 空间 、wAsplund 空间 以 及 再 赋 范 问题 ， 一 直到 1975 
年 IT. Namioka 和 R.Phelps 以 及 1978 年 CO. Stegall 和 了. 
Sullivan 证 明了 邓 是 Asplund 空间 当 且 仅 当 了 " 具 RNP 之 
后 , Asplund 空间 的 研究 得 到 了 很 大 的 进展 . 1976 年 B. Collier 
引入 了 w* Asplund 空间 , 并 且 证 明了 互 具 RNP 当 且 仅 当 XX” 
是 w* Asplund 空间 .但 是 ， 目 前 对 wAsplund 空间 的 性 质 知 
道 得 仍然 很 少 ， 有 许多 尚未 解决 的 问题 ， 显然 , Asplund 空间 
一 定 是 wwAsplund 空间 . 

(一 )Asplund 空间 的 若干 结果 . 

(I) Asplund 空间 的 充 要 条 件 : 

(1) 对 上 每 个 等 价 范 数 在 称 Gs 集 上 是 下 可 微 的 (定理 
了 .2.2)。 

(2) 也 上 每 个 连续 规 函 数 在 稠 Gs 和 集 上 是 耻 可 微 的 (定理 
了 .2.2) 

(3) 了 "的 每 个 非 空 w* 紧 凸 集 是 它 w* 强 笑 露 点 的 Ww 闭 
凸 包 (定理 7.2.2). 

(4) 革 * 的 每 个 非 空 Ww” 紧 凸 集 有 一 个 Ww’ 强暴 露点 (定理 
7.2.4), 
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(5) 了 的 每 个 连续 规 函 数 在 一 个 稠 集 上 是 卫 可 微 的 (定理 
.1.25)。 

《6) 闷 的 每 个 连续 规 画 数 在 一 个 点 是 卫 可 微 的 (定理 
7 了 7.2.4)， 

(7) 民 " 的 每 个 非 空 w* 紧 凸 集 是 w” 可 目的 (定理 7.2.4). 

(8) "的 每 个 非 空 有 界 子 集 是 w’ 可 目的 (定理 7.2.4). 

(9) ZX” 的 每 个 非 空 有 界 子 集 包含 任意 小 范 直径 的 w 相对 
开 非 空子 集 ( 定 理 7.2.4). 

(10) 忌 * 的 每 个 非 空 w 紧 集 包含 任意 小 范 直径 的 w" 相 对 
开 非 空子 集 (定理 7.2.4). 

(11) 有 * 具 RNP( 定 理 7.2.7). 

(GD Asplund 空间 所 具有 的 性 质 . 

(1) Asplund 空间 的 每 个 闭 子 空间 起 Aspland 空 空间 (定理 
7.2.6). 

(2) Asplund 空间 的 每 个 商 空间 是 Asplund 空间 (定理 
7.2.6). 

(8) Asplund 空间 的 (1<p< 十 oo) 乘积 和 co 乘积 是 
Asplund 空间 (定理 7.2.12). 

(4) 车 互 的 某 个 闭 子 空间 及 及 习 /人 是 Asplund 空间 ， 
则 了 革 是 Asplund 空间 (I. Namioka & R. Phelps, Duke Math. 
J. vol. 42. (1975)785~750)., 

(5) Asplund 空间 的 线性 同 胚 像 是 Asplund 空间 (定理 
7.2.8). 

(6) 车 对 是 可 分 的 , 则 了 “是 可 分 的 合 卫 是 Asplund 空 
间 ( 定 理 7.2.5). 

(IIT) 下 列 空间 是 Asplund 空间 . 

(1) 节 是 非常 光滑 空间 (定理 7.2.13). 

(2) 对 任何 工 , ceo) (定理 7.2.18)， 

(83) 自 反 空间 (定理 7.2.18), 
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(4) 车 下 可 以 再 赋 范 使 相应 的 共 思 空 间 具 Gx*) 人 性 质 ((**) 性 
质 的 定义 见 定义 1.1.3) (I. Namioka & B. Phelps, Duke. Math. 
J. vol 42(1975)785~750). 
注 ， 册 于 及 是 Asplund 空间 他 了 " 具 RNP， 所 以 从 革 ” 
具 RNP 讨论 , 我 们 可 得 到 许多 Asplund 空间 ， 和 和 Asplund 空 
间 的 许多 性 质 . 
(二 )w Asplund 空间 . 
(1) w Asplund 空间 的 线性 同 胚 像 是 WwAspluand 空间 ( 定 
理 7.2.5). 
《2) 若 筷 是 可 分 的 Banach 空间 , 则 卫 是 wAsplund 空间 
(定理 7.2.4)， 
(3) 若 忆 可 以 再 赋 范 使 相应 的 共 斩 范 数 是 严格 凸 的 , 则 于 
是 wAsplund (E. Asplund, Acta Nec 帮 (1968)831~ 生 ) 
(三 )w*Asplund 空间 . 
(四 斑 具 RNP 全 XZ* 是 Ww'Asplund 空间 (B. 0oller, 
Pacific J. Math. vol. 64 No. 1(1976)108~106). 
下 面 ,我 们 给 出 上 述 结论 的 若干 证 骨 ， 
引 理 ?.2.1 若 户 . 户 是 马上 的 连续 凸 函数 , 且 户 十 在 
wo 点 是 可 微 的 (或 可 微 的 ), 则 户 、 户 均 在 mo 点 卫 可 微 ( 或 
G 可 微 ). 
证 明 ， 由 性 质 7.1.15 知 ， 
(fit+fs) (0) =f (v0) + Ofa(20), 
再 由 性 质 7.1.14 知 ， (有 十 肥 ) (mo) 为 单 点 集 ， 从 而 2 户 (zo) 和 
Ofa(zo) 为 单 点 集 , 同样 ， 根 据 性 质 7.1.14, 天 ,后 在 zo 是 遇 可 
微 的 分别 记 它们 的 G 导数 为 及 (wo) 及 及 (wo). 
若 广 十 户 在 zo 是 卫 可 微 的 , 则 对 和 任 yE 工 ， 
0&fi(wtY) — flv0) — Cy, fi (m0)> 
<(fit+fa) (vot — (fit+fo) (vo) 
— <y, (fitfs) (v0)>, i=1, 2, 
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故 所 在 wo 点 是 下 可 微 的 , ==1, 2, 口 

定理 7.2.2 在 Banach 空间 七 中 ,下 列 等 价 : 

人 由 驻 是 Aspjund 空间 . 

(2) 环 的 每 个 等 价 范 数 在 一 个 稠 的 Gs 集 上 是 Fréchet 可 
微 的 . 

(3) 总 的 每 个 连续 规 函 数 在 一 个 稠 的 Cs 集 上 是 Treohet 
可 微 的 . 

(4) 及" 中 每 个 到" 紧 凸 集 是 它 w* 强暴 露点 的 Ww" 闭 凸 包 ， 

证 明 ，( 了 DD 坊 (2) 由 于 每 个 等 价 范 数 是 一 个 连续 凸 函数 ， 故 
了) 蕴含 (2). 口 

(2) 坟 (3) 令 p 是 也 上 的 一 个 连续 规 函 数 。 则 存在 某 个 
>0, 使 pz)<Klz|, YE 令 

ol =p(%) +p(—%)+ lz), YoE A. 

则 lzi<lsh<QEK+1)1zl, 从 而 ,用 定 义 了 于 上 的 一 个 等 价 
范 数 ， 由 假设 和 在 一 个 称 Gs 集 上 是 下 可 微 的 .由 引 理 7.2.1 
知 , p(w) 在 一 个 称 Gs 和 集 上 是 可 微 的 . 口 

(3) 一 引见 定理 了 .1.25. 

(4) 志 (DD) 令 f 了 是 下 的 开 驯 子 集 D 上 的 连续 同 浮 数 . 

对 每 个 心 EX", 令 

(={eED; 存在 了 eCD, 使 得 当 yEF。 时 ,有 

of(y) y+ UX)). 

令 V.= ly. VY). 

显然 , 六, 是 开 集 ， 下面 证 明 亚 , 是 在 D 中 称 的 ， 事 实 上 ， 
任 取 wED, 由 性 质 7.1.14(3) 知 ,次 梯度 映像 是 局 部 有 界 的 , 从 
而 存在 VU。, 使 

A~ {2 EX EY ,YEUs} 
是 荡 有 界 的 ， 故 50" (4) 也 是 范 有 界 的 ， 从 而 co”" (4) 也 是 w* 
紧 凸 集 ， 由 假设 0”(4) 的 w' 强暴 露点 存在 , 从 而 0" (4) 有 范 
。416 。 


直径 充分 小 的 Ww* 切片 ， 即 存在 2ES( 肝 )，a>0, 使 Ww 切片 
S(z, &, 00°(A))={2*€c0" (A); Cz, vw I>M(z, 4) —o} 
有 充分 小 的 范 直径 ( 例 < 训 -), 其 中 MG, 4) =sup{2*(2); weE 
4}.。 从 而 4 的 办 切片 SG m4) 大 且 
diam8gG, w 人 < 款 . 


任 选 中 ES(z， a,，4)， 由 于 WEA4， 故 存在 m1EU。， 使 
EOF%1). 
对 任意 充分 小 的 7>0, 有 zw 一 m1 十 72EU6, 从 而 
Of (x2) CS(z, a, A). 
《事实 上 , 若 吸 E68f(wa), 则 yz2€4, 且 
Cp1— wa, YE fl81) 一 六 oa)， 
Coa— wi, YE fw) 一 Foca)， 
故 0 和 (oa 一 2 WB— Y= 2, fy, 
于 是 ， 人 YO, VOOM, A)—o, 
故 WWES(z, o 4), BT 6f(%a) CB (2, ww A).) 
根据 定理 7.I.7 知道 , 次 梯度 映像 是 范 -w" 上 半 连 续 的 , 故 
存在 ws 的 开 邻 域 Us,CUe, 使 得 当 wE06,, 有 
of (2) CH(z, a, A). 


由 于 diam 8(s, w 4)< 地 -， 且 久 EBCz, ww 4), 故 当 2E 
Ui 时 ,有 
of(o) Wt UX"), 
ie wyEV,YD) CV 但 lm 一 加 | -js 又 7 是 任意 充分 小 
的 正 数 , 故 了 ,在 刀 中 再 . 
令 0- A ,由 于 Baire 空间 开 子 集 是 Baire 空间 , 故 O 


是 秋 G, 集 . 
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下 面 证 明 , 当 wE0O 时 , f(%) 在 2 点 是 卫 可 微 的 . 事实 上 ， 
任 给 s>0, 取 正 整数 z 使 二 <s. 因 为 EV 故 存 在 EX 
及 3>>0, 使 得 当 |y| 过 8 时 ,有 

af(w+W EY +EUX"). 
选 2*E90f(w), 任 取 x* E90f(zw+y)， 则 
wr 一 | < 筷 ， 
有 yt) EP) f+), 
故 0<f(o+D) -fo) -Cy, oO< Cy, -0 < yl. 
i. ef(w) 在 z 点 具 下 导数 w',( 这 也 说 明 8f(w) 为 单元 素 集 ). 口 

引 理 7.2.3 令 O,，0O1 和 0Os 是 于 中 w’ 紧 凸 集 ,满足 下 
列 条 件 ， 

(1) CiCO， 且 diam 0O:<s8， 对 某 个 es>0. 

(2) O\Cs#f. 

” (8) Oceo0(O1U Os). 
则 存在 0 的 一 个 w* 切片 ， 使 它 的 直径 小 于 s， 且 包含 0 的 一 
个 点 . 
证 明 ， 对 6E [0, 了 令 
D.,=— {%’” Vo— (1— Nv + Nz, 其 中 AE [r, 1], 
EO,, i=1, 2}, 

容易 看 到 ,，D, 是 Ww* 紧 凸 集 . 

令 Dco(01U0。), 由 条 件 (3 引 知 , OCD. 

由 条 件 ( 了 DD, O01:CO,， 并且 对 任何 mE(0, 和， 有 OED. 
(事实 上 , 假如 对 某 个 ” 0<7< 有 OCD;, 则 

(ext D) N (O01\0s) =%, 
又 exb DCOiUOs, 故 ext DCOs 从 而 COCO0s, 这 与 OOs 关 由 
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令 人 MM=sup{lw 一 vl; Ww E01, 2*€ Oo}, 由 于 diamO1<8, 
选 ro>>0, 使 270 对 十 diam O01<e. 任 取 EO\D,， 则 ww*ED， 
D,， 故 

w=(1 一 和 wi 十 和 Ams， 其 中 2 E01, =1, 2, 0 和 <ro，, 
从 而 , |v 一 | 一 Xvi 一 |< 和 AM， 因此 

diam (0'\D,) <2ro M+diam Oi1<e. 

选 w*EO\D,,, 则 w*EO\D,,， 应 用 分 离 定 理 于 w* 和 w* 紧 
凸 集 D,, 知 ， 存 在 C 的 w” 切片 仿 于 O\Dr, 从 而 0 具有 Ww 切 
片 ， 使 得 这 个 w* 切片 的 直径 小 于 s， 并 且 这 个 WwW’ 切片 含 作 E 
O01 的 点 ， 口 

定理 9.2.4 Banach 空间 卫 中 ,下列 等 价 ， 

(1) 并 是 Asplund 空间 . 

(2) 芝 * 的 每 个 w* 紧 凸 集 是 它 w" 强暴 露点 的 Ww’ 闭 凸 包 . 

(3) 了 Y' 的 每 个 w' 紧 凸 集 有 一 个 w" 强暴 露点 ， 

(4) 王 的 每 个 w” 紧 凸 集 是 w" 可 四 的 ， 

(5) 对 * 的 每 个 有 界 子 集 是 w"” 可 目的 . 

(6) 环 " 的 每 个 非 空 有 界 子 集 包含 任意 小 范 数 直 径 的 w” 相 
对 开 非 空子 集 . 

(7) 互 "的 每 个 非 空 紧 集 包含 任意 小 范 数 直径 的 w 相对 开 
非 空 子 集 . 

(8) 甩 的 每 个 连续 规 函 数 在 一 个 点 是 卫 可 微 的 . 

证 明 ，( 了 DD) 仿 (2) 即 定理 7.2.2. 

(2) 坟 (3) 是 显然 的 . 

(3) 沪 (4) 同 定理 6.2.2(8) 的 证 明 , 知道 w* 强暴 露点 是 Ww 
可 凹 点 。 另 外 , 显然 一 个 集合 含有 一 个 w” 可 止 点 ， 则 这 个 集合 


是 w” 可 目的 . 口 
(5) 一 (和 因为 在 Banach 空间 马 的 共 斩 空 间 生 "中立 紧 
集 是 范 数 有 界 的 ， 口 


(4 坊 ( 四 车 4 是 下 "的 有 界 集 , 取 8B 一 00"”(4)， 则 由 假设 
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条 件 知 , B 是 双 "可 站 的 ,与 有 关 可 种 集 性 质 的 定理 6.2.2(5) 的 
证 明 相 类 似 , 可知 4 也 是 w” 可 冲 集 ， 口 

(5) 坊 (6) 同 定理 6.2.2(18) 的 证 明 , 知道 有 界 集 是 Ww’ 可 四 
的 充 要 条 件 是 存在 范 数 直 径 充 分 小 的 Ww’ 切片 . 口 

(6) 一 (7) 是 显然 的 ， 

(7) 一 (由 只 须 证 明 总 "的 每 个 W” 紧 凸 集 O 具有 范 数 直径 
任意 小 的 w" 切片 ， 

令 4=extO, B=A™, 则 B 是 w 紧 集 . 

由 假设 条 件 知 , 存在 w’ 开 集 7, 使 FN 间 B#9, 且 

diam(V NB)<s. 
从 而 ANV +K. 

令 0s=c0™(B\V), Oi=co™( ANV), 则 Oi, Oa 是 Ww 紧 
西 集 , 且 0=cotO1U 02). (事实 上 , 因 

ext0O~A=— (A4\V)U(ANTY) 
CB\V)YU(ANT)CO YU OC0., ) 
且 diamC1—diam (BNT) <s, 

我 们 有 , O\Os 了 6,( 事 实 上 ,否则 OCOs, 4=exrtOCB\Y, 
于 是 4n 严 = 外 矛盾 ! 故 ONOs 关 四 ) 由 引 理 ?.2.8 知 , 存在 0 
的 一 个 Ww* 切 片 8, 使 diamS<e, 且 &8 含 COx 的 一 个 点 . 口 

(四 仿生 证 明 同 引 理 6.4.10, 引 理 6.4.1 及 定理 6.4.12， 
只 是 将 强暴 露点 换 成 w 强暴 起 点 ， 可 四 性 换 成 w' 可 四 性 ， 取 
闭 同 包 换 成 取 w* 闭 凹 包 ， 并 且 注意 ， 在 引 理 6.4. 工 证明 中 ， 
Za 六 EX 即 可 、 口 | 

定理 了 .2.5 若 卫 是 Asplund 空间 , 则 

也 是 可 分 的 命定" 是 可 分 的 . 

证 明 : 设 导 是 可 分 的 Asplund 空间 , 而 互 "是 不 可 分 
的 . 

由 引 理 6.4.23 知 ， 存 在 一 个 正 整数 m% 和 (对 ) 的 一 个 非 
可 数 子 集 4， 使 对 一 切 w, EE 4, vw 天 Y， 有 
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le-wl> 工 

由 于 于 是 可 分 的 ， 则 (Z( 瑟 9，c( 和 ?是 紧 的 可 度量 
化 空间 , 因此, 它 满足 第 二 可 数 公理 , 所 以 4 有 至 多 可 数 个 ( 关 
于 到 拓扑 的 ) 孤 立 点 ， 不 妨 设 4 没有 弧 立 点 . 

由 于 A 是 w* 紧 集 , 所 以 , 由 定理 7.2.4 知 , 在 在 A 的 
一 个 相对 w* 开 于 集合 diam 了 < 蕊 >， 又 由 于 和 4 没有 弧 立 
点 , 故 存在 过, 吕 EV 4, 人 i 了 wr*， 因 此， 

二 <- 攻 |<diamVy < 
矛盾 ! 因此 XX" 必 是 可 分 的 , 口 

定理 7.2.6 Asplund 空间 和 的 任何 闭 子 空间 i 是 
Asplund 空间 , 且 邓 /MM 也 是 Asplund 空间 . 

证 明 ， 先 证 Mr 是 Asplund 空间 . 

由 定理 7.2.4 只 须 证 明 M" 的 任何 非 空 喧 紧 凸 集 O 是 
w* 可 耳 的 就 可 以 了 ， 由 定理 6.2.2(13) 的 注 知 只 须 证 明 口 包 
含 任意 小 范 数 直径 的 w* 切片 ， 

固定 8s>0， 令 了 工 有 一 所 是 恒 等 算 子 ,| = 二 则 三 : 生 一 > 
MM" 衬 对 "/Mo, 上 且 人 中 一 1 容易 看 到 , 了 "是 w'-w' 连续 的 ， 且 
了 是 开 映 像 . 

令 BLX”) 一 {wr EX" |x|<4} 是 "的 开 单 位 球 则 
TC(B( 了 及 ")) 是 以 "中 合 90 点 的 开 集 , 从 而 , (BC( 卫 ”)) 含 必 " 中 
某 个 中 心 在 0 点 的 球 ， 又 因为 是 有 界 的 ， 故 存在 和 >0， 使 
OCT(MB(X")). 

令 下 ;一 M0(3") 几 (7) (O00), 则 由 于 人 是 ww' 连续 的 ， 
故 及 ,是 耳 * 的 Ww 紧 丫 集 , 且 (KK,) =C. 

令 实 ={K; 丰 是 了 蔗 " 的 Ww 紧 同 集 ， 且 六 ( 太 )=0}, 规定 
4cB， 则 4<B， 由 Zorn 引 理 知 ， 存 在 极 小 元 人 CEFF， 由 于 
全 是 Asplund 空间 ， 所 以 可 选 的 WwW’ 切片 S(x, a, 太 )， 使 


。 420 。 


dqiamS(z, &«, KF)<e. 

令 S={2 EER, vv) > Mr, KR)-a), SCS(s, oa KE), 
于 是 diam8S<s， 并 且 天 9 是 紧 屿 集 ， 由 到 的 极 小 性 知 ， 
O01 一 TT(K\AS) 是 0 的 w* 紧 凸 真子 集 , 且 diam(O\O01)<e，( 事 
实 上 ,车 zi, wz EO\O1, 则 存在 多 BES, 使 TT(9) 一 vt, i 一 1 
2, 故 

[oi—ol = {TG < ly | <e.) 

选 w*EOWO14， 由 于 1 是 WwW" 紧 瑟 集 ， 故 存在 0 的 Ww 切片 
S(y, B, 0), 使 SCy, B, O) NOi=$, 所 以 , S(y, B, 0) CO\O, 
从 而 diam S(y, 8B, O)<s。， 这 说 明 C 具 有 直径 充分 小 的 Ww” 切 
片 , 即 C 是 Ww’ 可 凸 集 ， 因 此 , MM 是 Asplund 空间 . 

为 了 证 明了 /4 是 Asplund 空间 ,只 须 证 明 ( 脏 / 必 )* 中 任 
何 有 界 集 包含 任意 小 范 数 直 径 的 w" 相对 开 集 、 但是, (XX/M)* 
衬 M"CX', 且 ( 革 /MM)" 的 w* 拓扑 与 芷 "的 w' 拓扑 限制 在 MM? 
上 是 一 致 的 ， 

由 于 对 是 Asplund 空间 ,又 和 ?的 任何 有 界 集 是 了 "的 有 
界 集 .根据 定理 7.2.4, M? 的 任意 有 界 集 含有 任意 小 范 直 径 的 
w"” 相对 开 集 。 从 而 , ( 节 /MH)* 的 任何 有 界 集 含有 任意 小 范 数 直 
径 的 w” 相对 开 集 . 所 以 屋 / 到 是 Asplund 空间 ， 口 

定理 了.2.7 车 了 是 Banach 空间 , 则 下 列 等 价 : 

(1) 瑟 是 Asplund 空间 

(2) 了 Y 的 每 个 可 分 闭 子 空间 有 可 分 的 共 轿 空间 . 

(3) "上 有 具 RNP. 

证 明 : 若 吾 是 Asplund 空间 ， 有 是 全 的 可 分 闭 子 空间 ， 
-由 定理 7.2.6 知 , 凡是 Asplund 空间 ,再 由 定理 7.2.5 知 ,，M* 
是 可 分 的 . 

友之 , 设 卫 不 是 Asplund 空间 ， 下 面 将 证 明 存 在 了 的 一 
个 可 分 闭 子 空间 FF, 使 得 Fr 是 不 可 分 的 . 

由 于 闷 是 Asplund 空间 当 且 仅 当 总 "的 任何 有 界 子 集 4 
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有 充分 小 范 数 直径 的 只 相对 开 子 集 . 因此 ， 假 如 互 不 是 
Asplund 空间 ， 则 存在 s>0 和 了 "的 有 界 子 集 4, 使 得 4 的 任 
何 w* 相对 开 子 集 六 有 diam 玉 >8. 

任 取 4 的 w 开 子 集 玉 ， 存 在 忆 yEV， 使 lw* 一 y [>s, 
选 2€ES(), 使 得 《2,72* 一 >>s. 


作 Vi=VNnf Cw, -o>|< 生 |. 
VV Ne ro21< 引 
则 Ti, Vs 是 玉 的 w* 相对 开 子 集 且 ViNVs=B 并 且 ， 当 
mEVi, m2EVs 时 ,有 
1, oi—22D|> 号 . 
从 而 , 当 民 EPr', 6 一 1, 2 时 ,有 
| 本 深 1> 可 . 
令 @=4， 重 复 上 述 过 程 ， 得 到 4 的 非 空 相对 开 集 列 
{Q@,}21 和 8( 瑟 ) 中 的 元 序列 {ooj2 使 
(1) QanU Qanti CS Qn, 
(2) 当 w* CEQ, y* EQ 时, 有 
low 四 一 g| > 总 . 
令 卫 一 Span {zw}, 则 叉 是 并 的 可 分 闭 子 空间 ， 对 {Q}7: 
的 任何 子 序列 {Q,}i1, 选 x'E 站 Gx (w* 叫做 相应 于 {Q。}R: 


的 代表 元 ). 
令 4 一 {wm 存在 {Qj 全 :的 子 序列 {Q。.}21,， 使 就 是 所 
选 的 相应 于 {@m} 关 1 的 代表 元 }， 
则 4 是 不 可 数 的 ， 且 对 任何 x*, y*E 4, 存在 {8,}w-1 的 两 个 子 


序列 {Qwji1 和 {Qoji 使 rE 站 CY YE 门 @Y. 由 4 的 
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构造 法 知 , 存在 % 使 六 EQ 有 但凡 EGZN 因此， 由 @ 的 性 
质 知 ， 


[vo*— lr> | Xs,, 2 一 y》 | 之 写 . 


因此 , 4p= {wp 一 wp; wr*€E4}C8"， 所 以 8" 是 不 可 分 的 . 

所 以 ,我 们 得 到 , 当 下 的 每 个 可 分 闭 子 空间 有 可 分 共 思 时 ， 
也是 Asplund 空间 . 

另 一 方面 ， 从 定理 6.4.22 知 ， 宗 " 具 RNP 当 且 仅 当 下 的 
每 个 可 分 子 空间 有 可 分 共 轿 . 口 

定理 7.2.8 Asplund 空间 的 线性 同 胚 像 是 Asplund 空 
间 . 

证 明 : 由 定理 7.2.7 知 , 蕊 是 Asplund 空间 的 充 要 条 件 
是 个" 具 RNP. 但 是 RNP 是 线性 同 胚 不 变 的 ， 所 以 , 定理 的 
结论 成 立 口 

推论 7 了”.2.9 若 耶 是 Asplund 空间 , 了 是 Banach 空间 ， 
车 存在 线性 连续 映像 T, 了 一 了 ,使 TX= 了 , 则 了 也 是 
Asplund 空间 ， 

证 明 ， 因 为 了 污 了 /T71(0). 口 

定理 7.2.10 Asplund 空间 的 有 限 乘 积 是 Asplund 空 
间 . 

证 明 ， 不 妨 设 征 : 和 和 是 Asplund 空间 ， 任 取 X11 了 X。 
的 范 数 , 例如 对 (zi1, za) E 和 Ra 令 

[oo 一 ez + lzal. 

任 取 车 邓 的 可 分 子 空 间 了， 令 本 、Fs 分 别 是 了 了 在 
子 1、 卫 。 上 的 投影 。 显然 可 ,Fs 是 可 分 的 . 从而， 本、 了 分 
别 是 全 1、 也 a 的 可 分 闭 子 空间 ， 根 据 定理 7.2.5 知 ，( 防 )" 与 
( 丈 s) 是 可 分 的 ， 从 而 (下 "四 (Fa) 是 可 分 的 . 令 I. FF 
万 。 是 恒 等 算 子 ， 则 产 (97 = (CD CE) 一 玉 是 满 映 
像 , 故 不 是 可 分 的 ， 再 根据 7.2.7 知 , 对 /也 是 Asplund 空 
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间 ， 口 

推论 ?.2.11 D4 空间 的 有 限 乘积 是 D4 空间 . 

证 明 ， 由 定理 7.2.4 知 , 成 是 Asplund 空间 人 了 "是 D4 
空间 , 即 知 所 要 结论 . 口 

定义 7.2.5 车工 是 一 个 非 空 的 指标 集 、 对 每 个 “ET, 
蒜 。 是 Banach 空间 , T<2Dp<< 十 co， 记 

(DOXo)s = {00 «EL); 
{wo a ET) N= Dra ?< +o0}, 


xe 


珊 L(y DX,),, | (vas uaET) ls] 
称 为 Banach 空间 族 { 卫 s。aET} 的 有 乘积 <p 二 +oo)， 简 
记 作 ( 怠 @Xo), 

记 ( 避 @Xo)。 -1{(zw; aE 攻 ); 对 每 个 8>0, {aET; Jal 

: >s} 是 有 限 集 }. 
[Cos a ET) N=sup{leols a€E TY, 则 称 [CB OF) [eo 
ET 161 为 Banach 空间 族 {Xs aET} 的 co 乘积 ， 简 记 作 
(BP OX. 

容易 看 到 ，( 避 人 @Xo)s(1<p<++o0) 及 ( 导 @@X。)。 是 
Banach 空间 , 且 

(HOF BOXY, 
1 1 


及 (HOF (HOD: 


定理 了 .2.12 Asplund 空间 族 {X。 E71} 的 21<p< 
十 ce) 和 co 乘积 是 Asplund 空间 . 

证 明 : 由 定理 7.2.2 知 ， 只 须 证 明 〈 刀 四 和 orTS2P< 十 
ce) 是 也 4 空间 即 可 ， 
424。 


邻 天 是 ( 马 提 Ta (TS2< 十 co), 的 Ww 紧 子 集 。 我 们 


将 证 明 及 有 范 数 直 径 任意 小 的 w* 相对 开 子 集 ， 这 样 ， 由 定理 
7.2.4 有 即 得 所 要 结论 . 

令 M=sup{|z"l’; wv EK}. 

任 给 s>0, 选 zE 五 ， 使 


lsl*>>2 -人 (地 ) . 
所 以 ,存在 了 的 有 限 子 集 太 ,使 
加 1 1:>M-( 生 ) 


其 中 (wo)。 表示 zw 的 第 a 个 坐标 . 
对 这 个 固定 的 有 限 子 集 W,， 令 了 一 (2 四 Xa)b。， 我 们 将 


了 nw 看 作 (SOT sz 的 一 个 子 空间 , 则 典型 投影 
了 xy: (OXDs > ZY 
是 Ww”-w’ 连续 的 . 记 z3 一 Py(z"), 对 ww"E (OZ p. 
$B-frexs lr<A-($)} 
则 BB 是 了 % 中 的 w* 紧 集 , 由 此 ,六 二 尺 \(P%)-1(B) 是 KK 的 相 
对 w' 开 集 , 并且, 2 吕 EV， 当 EV 时 ,我 们 有 - 


N=]? |z 一 和 卜 | 十] lr 


? 
2 


宇 | 一 25 上 ?十 以 一 (§), 


所 以 ， Iz*~ 芒 IP<( 香 ) . 

又 由 推论 7.2.11 知 , XX 是 D4 空间 , 并 且 P%(7) 是 了 % 
的 有 界 子 集 ， 由 定理 6.2.4 知 ，P%(7) 包 含 一 个 范 数 直径 小 于 
训 的 相对 于 P%(7) 的 w' 开 于 集 @, 则 VN CP8A)-1(@) 是 的 


w* 相对 开 非 空子 集 。 从 而 站 (PY)-1(@) 是 下 的 w" 相对 开 
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非 空子 集 , 并且 当 x, EVN (CPN)-1(Q@) 时 ,有 
1 一 于 | 一 丰 上 十 [加 一 六 | 
8 € [3 
+ 本 +-5. 
所 以 下 含有 直径 小 于 的 w* 相对 开 子 集 玉 站 (Pj1)*"(Q@)， 这 
表明 (之 ,四 ae)y 是 也 4 空间 , 1<p< 十 0, 口 
注 ， 实 际 上 ,我 们 得 到 (ZOXe), 是 Asplund 空间 当 且 仅 


当 于 。 是 Asplund 空间 ,VaE7T', 其 中 1<p<< 十 oo. 

定理 了.2.18 下 列 Banach 空间 是 Asplund 空间 ， 

(1) 了 是 非常 光滑 空间 . 

(2) 对 任何 了 ,ce,(7). 

(3) 自 反 Banach 空间 . 

证 明 : (1) 因为 车 他 是 非常 光滑 空间 , 则 互 * 具 RNP, 从 
而 了 革 是 Asplund 空间 . 口 

(2) 因为 对 任何 全 ，(eo C7))" 衬 (TD)， 而 7) 上 县 RNP, 
从 而 col 站) 是 Asplund 空间 . 口 

(3) 若 忆 是 自 反 空间 , 则 马 * 是 自 反 的 , 从 而 , 了 ” 具 RNP， 
所 以 , 天 是 Asplund 空间 ， 口 

注 ， 由 于 Asplund 空间 是 线性 同 胚 不 变 的 ， 改 可 应 用 第 五 
章 再 赋 范 定理 ,得 到 许多 Asplund 空间 . 

下 面 证 明 关 于 w Asplund 空间 的 一 些 命题 . 

定理 7 了 .2.14(Mazur) 如 果 是 可 分 的 Banach 空间 , 则 
于是 WwAsplund 空间 . 

证 明令 {ww}21 是 SS( 芝 ) 中 的 秽 集 . 

设 f 是 节 的 开 凸 子 集 D 上 定义 的 连续 凸 函 数 。 对 每 个 


m, Nn 之 1, 今 
hm 存在 人 YE Of(w), 使 4 wy》> 二 |. 
下 面 分 四 步 证 明 ， 
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(D 7 在 = 点 的 @ 导数 jc) 不 存在 woE ,don 
事实 上 , 车/'(2) 不 存在 , 由 人 性质 7.1,14 知 , 存在 vy*E 
3/(2)， 且 六， 由 于 fm 党: 在 BCX) 中 稠 ， 故 必 存 在 某 个 
n,m, 使 
pn, wv"— y >. 


从 而 EAmnC U Ann 


反之 ， 车 ozE LU Am,», 则 2CE Anm,»， 对 某 个 m,n。 从 而 


az) 不 是 单元 素 集 。 由 性 质 7.1.14 知 , f 在 ws 点 的 G 导 数 
了 (2%) 不 存在 。 即 (1) 的 结论 成 立 . 

(2) hm,r 在 D 中 是 闭 的 . 

事实 上 ， 任 取 {ye}1 忆 4m,n, Yr 阅 YyED， 由 4m, 的 定义 
知 , 存在 we 久 E6f (yx)， 使 


wn, 4— > > 过 ， 


由 于 次 梯度 映像 是 局 部 有 界 的 , 应 用 Banach-Alaoglu 定理 , 存 
在 {z 对 人: 和 {9%} 人 21 的 子 定向 列 {vw} 及 {ys}, 使 
Dv, WY, 

从 而 《ow, o 一 Y》 之 十， 并 且 ， 由 于 对 任何 2€D， 因 | 吉 ,| 有 界 
(<M), 有 CG—Y, > Ny—yl < Ye, vy 

<f(z) ~ f(yn,), 
两 边 取 极限 ,有 

《2 ~—Yy, v2》 f(z) —f(ly), 
所 以 o*E9f(y)， 同 理 ,，y*E90f(y), 因此 YE Am.,。 这 表明 
4 是 九 中 闭 集 。 即 (2) 的 结论 成 立 ， 
(3) 从 4 是 忆 中 笛 集 . 
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事实 上 , 任 取 wED， 固 定 %， 考虑 f(z 十 tw) 作为 1 的 西 函 
数 ,( 当 充分 小 ,使 z 十 tv,ED), 所 以 f(z 十 to,) 关 于 声 .e 可 微 ， 
选 t 使 wz 十 tv, 充分 接近 ww 且 使 f(z 十 tz,) 在 w' 作为 
it 的 函数 是 可 微 的 . 
对 任 w', y*E9f(w'), 由 次 梯度 定义 ,有 
Cn, WIE fw + tn) — fw), 
《to 二 Fo +t) ~ fw’), 
将 限制 在 直线 w'-+tw, 上 , wz', y* 限制 在 span {zn} 上 ,有 
iv, 2 > 一 《to 0 7， 
从 而 Cen, 人 0 
故 w' 秆 4,n, i. eD\4m,s 在 了 DD 中 秽 , 即 (3) 的 结论 成 立 。 
(4) 由 于 Baire 空间 的 开 子 集 是 Baire 空间 , 则 


oo 


,CD\ de) 


,n= 


是 笛 Gs 集 ， 但 ， ， 
人 CDM =D\ HU dwr 


由 人知， 个 CD\4ws) 中 的 点 是 G 可 微 的 ， 口 

注 . 71 是 可 分 Banach 空间 ， 因 此 ,是 WAgspland 空间 . 
但 (1* 守 1, 而 如 不 具 RNP, 所 以 五 不 是 Asplund 空间 . 

定理 7.2.15 若 六 是 wAsplund 空间 , 则 了 的 线性 同 胚 
像 也 是 wAsplund 空间 . 

证 明 ， 了 :总 一 了 是 一 个 线性 同 胚 , 且 卫 并 一 了 

令 f 是 了 的 任何 开山 子 集 D 上 定义 的 连续 是 函数 , 则 fo 了 T 了 
是 茸 的 开 凸 子 集 TD) 上 定义 的 连续 是 函数 .由 假设 , 总 是 
Asplund 空间 , 故 fo 了 在 7T71(D) 的 一 个 稠 Gs 集 O 上 是 G 可 
微 的 , 从 而 TO 也 是 了 中 一 个 稠 Ge 集 , 显然 , 了 在 TO 上 是 G 可 
微 的 . 口 

注 ， 实 际 上 也 有 下 列 定理 ， 
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定理 ?7.2.16 若 矶 是 wAsplund 空间 ,7T., 卫 ~> 了 是 线 
性 连续 算 子 ， 且 T= 了 ,其 中 了 了 是 Banach 空间 ， 则 了 也 是 
WAsplund 空间 . 


833 茶 些 应 用 


(一 ) 最 优化 原理 (Pshenichnii 条 件 ). 

广 函 数理 论 可 应 用 于 晤 规划 问题 的 大 范围 可 求解 的 判别, 
这 里 仅 举 一 例 . 

前 面 已 指出 , 设 4 是 Banach 空间 了 的 一 个 是 集 ，fE 
Conv54), (4, 用 叫 做 西 规划 ， 求 下 列 式 中 的 解 b 

f(p) ~min{ f(2); w EA} 

称 为 最 优化 问题 的 解 . 

首先 引入 一 个 概念 : 记 

了 (Cp, 4 一 1 存在 9o>0， 使 2 二 如 E4, 0<t<8o} 称 为 
4 在 p 点 的 能 行 方 向 集 . 

性 质 7.3.1 了 (p, 4) 是 驻 的 一 个 凸 锥 . 

证 明 ,. 着 %EF(p,，4), 则 存在 8o>0, 使 得 当 0<t<6, 时 ， 


有 
p+iwed, 
任 取 w>>0. 若 a=0, 显然 owE8(p, 4)， 若 w>0,， 选 
B80— 8,, 
[nd 
出 当 0<t<- 工 5 一 3 时 ,有 


有 十 io 一 2 十 (io)O6 4, 
从 而 aw EP(p, 4). 
又 若 yEF (CD 4)， 则 存在 2>0, 使 得 当 0<t<3 时 ,有 
p+iy Ed. 
选 60y 一 min(85, 8,), 则 当 0<t<654w 时 ， 
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p+ilasi+pBy)=a(ptiv)+B(p+ty) € 4, 
从 而 owt+ByEF(p，A) 其 中 a 之 0, 6>0, a+B 一 1， 这 表明 
F(p, 4) 是 凸 锥 ， 口 
注 ， 此 处 可 能 FF(p, 4) 由 ( 一 了 PC(p,，4)) 天 {0}. 
令 F(p, 4)"=—{v* EX 2 (2)>0, 当 wEF(p, 4) 时 }, 
fF(p，4)" 就 是 了 (p,4) 的 共 思 欠 . 
定理 7.3.2 若 f 在 pE4 连续 , 则 w 是 廿 规划 (4, 用 的 解 
当 且 仅 当 
of (pINF(p, 4)°+6. (7.7) 
证 明 ， 设 (7.7) 成 立 , 令 gE98f(p) 由 F(p, 4). 由 于 4 是 
凸 集 , 故 z 一 EF(p, 4), VzE€ 4. (事实 上 ， 因 2 十 txz 一 2) 一 
(一 人 pp 二 场 E4, 0 一 上 一 二 故 对 一 切 2E4, w-p€ Fl(p, 4).) 
从 而 ,对 一 切 wE€4, 有 
0<p(z—pD < fw) -fp). 
于 是 ， 对 一 切 wE4, f(p)<< f(z)， 这 表明 Pp 是 凸 规划 (4, 了 ) 


的 解 ， 
反之 , 设 7p 是 凸 规 划 的 解 ,但 
of(p)NF(p, 4) 一 人 
则 OF F(p, 4)*—8f(p), 
且 F(p, A)"—8f(p) 


是 w* 闭 是 集 ，( 事 实 上 , 若 0E87(p, 4 一 fp), 则 在 在 w*E 
FF(p, 4A)”, E01(p), 使 2* 一 六 二 0, 故 
vw—y EF(p, A)Nef(p), 

矛盾 ! 又 因 了 FC(p,4)* 是 Ww 闭 唔 集 ，9f(p) 是 w” 紧 凸 集 ， 故 
了 (pm,，4)* 一 9 作 D) 是 Ww” 闭 凸 集 .) 

由 强 分 离 定理 , 存在 wo€ 卫 使 

6~—inf{g(v0); gEF(p, 4)"—0f( 2p)}>0, 

i. @, inf{g(wo); gE FP, A }>6+max{plro); pEOF Pp)}. 

由 于 了 (Pp, 4)" 是 凸 锥 , 故 
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inf{g(20); gEF(p, 4)"}=0, 
从 而 ， fi(p) (v0) < —6<0. 

又 因为 f(p, 4)" 一 一 FP(p, 4)?%，( 事 实 上 , 车 wrEF(p, 
4 六 则 ww*(w) 之 0, 当 wE8(Cp，4) 时 ， 从而， 一 vp) <<0<1 
故 -w€E 8(p，A)", i.eF(p，4)"C 一 了 (p，4)"， 反 之 ,车 
0 GE 一 下 (2 4),， 则 一 w*(z%)<<1，VYzEX(p, 4)， 故 对 一 切 
vwE PP(p, 4), vw"(v)> 1, 因此 (2) 之 0, Ys E88(p, 4)， 所 以 
vEF(p, A)', Wp— FCp, A)CF(p, A)", ) 故 woE FP(p, A). 

又 由 于 撕 (P)C*) 在 0 点 连续 ，( 因 为 f 在 Pp 点 连续 ， 令 
9(w) 一/(p 十 2) 一 A(p), 则 g 在 0 点 连续 , 且 当 ww 在 0 点 某 邻 域 
时 ,fi(p) C2) 所 J(w+p) 一 了 (p) 一 g(z), 从 而 ，f'(p) (2) 在 0 
点 某 个 邻 域 内 有 上 界 ， 由 定理 7,1.5 知 ， fi4(p)(z) 在 0 点 连 
续 . ) 由 定理 7.1.5 知 有 i(p) (4%) 在 全 连续 ， 故 当 z 在 vz 的 充 
分 小 邻 域内 时 ， 有 所 (2p) (w) <0， 特 别 地 ， 有 对 某 个 EF(y， 
A), f+ CP) (7) <0, 

由 于 zEF(p, 4)， 故 当 1>0, 了 充分 小 时 ， 有 2 二 ME4， 
且 由 彤 (wp) (2) 的 定义 知 , 当 #>>0, + 充分 小 时 ,有 

f(p+iz)—f(p) <0, 
这 与 2 是 凸 规划 的 解 了 矛盾 ! 口 

注 ， 条 件 (7.7) 叫 Pshenichii 条 件 。 

推论 ?7.3.3 车/ 在 pE€4 连续， 其 中 4 是 于 的 凸 子 集 , 
则 2p 是 凸 规划 C4, 了 ) 的 解 当 县 仅 当 存在 gE€6f(p), 使 p 是 线 
性 规划 (4, p) 的 解 . 

证 明 ， “>” 由 定理 7.3.2 证 明知 ， 存 在 9pE6f(p) 几 Py, 
4)*， 所 以 ,对 一 切 wE4, 有 

O<p(w—p)<f 2) —f(p), 
从 而 g(p)<p(z)，YzE4.， 这 表明 Pp 是 线性 规划 (4，g) 的 
解 ， 口 
“=” 假 设 存在 pE98f(p), 使 p 是 (4, g) 的 解 ， 则 对 一 切 
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wsE4, gp)<p(z)， 由 于 gE6f(p), 故 对 一 切 z€E4, 有 
0<gp(%—p) Ef) 一 成功. 

这 表明 ,对 一 切 z€ 4, 有 了 (Pp) 志 f(z)， 所 以 2p 是 同 规 划 (4, 用 

的 解 。 口 

注 ， 当 8f(p) 一 {vw"} 时， 由 推论 7.3.3 得 到 ， 了 是 凹 规划 
(4, 了 ) 的 解 当 且 仅 当 p 是 线性 规划 (A, ww*) 的 解 . 

注 2; 车 4 是 立 的 仿 射 子 空间 , 即 存 在 六 的 闭 子 空间 用 
和 xzoE 寂 ， 使 4 一 2zo 十 型 ， 则 对 任何 mgE4， 容 易 看 到 FC(p，A) 
一 到 ， 从 而 F(p,， 4)* 一 和 ?9 所以, 此 时 , 由 Pshenichnii 条 件 
知 , 对 fEConv(4)，p 是 是 规划 (4, f) 的 解 当 且 仅 当 

af (Pp) NM'#G. 

注 3: 若 p 是 了 上 一 个 连续 半 范 , 令 4 二 和 如。 对 某 个 入 > 

0, 又 设 pEint 4, 则 容易 看 到 ,， FCp, 4)== 芋 ,所 以 

Flp, A)’= {0}, 
由 Pshenichii 条 件 知 ， 对 任何 /ECQonv(4),，pEint 4 是 凸 规 
划 (A, 了 ) 的 解 当 且 仅 当 0E€8f(p). 

注 4. 设 g 是 及 上 一 个 连续 是 函数 ， 假 设 存 在 9€ 玉 ， 使 
9(9)<0， 令 4 一 {mE 了 ;9g(%)<0}。， 我 们 有 ， 对 任何 FE 
Conv(4), pE€4, 且 9(D) 一 0 是 凸 规划 的 解 的 充 要 条 件 是 存在 
和 >0, 和 gE9f(p) 及 山 E89(2)， 使 得 o 十 X 四 一 0 事实 上 ,由 
Pshenichnii 条 件 知 , 只 须 证 明 ， 

PF(p, 4) 一 (一 co 0].8g(p) (7.8) 
即 可 . 

首先 ， 设 炎 EB9(p)， 任 取 wE8(p,， 4)， 则 对 充分 小 的 

to>0,， 有 Pp 十 towE4， 从 而 gC(p 十 tow) 忆 0, 于 是 

tob(z) <g(p+tow) <0, 
故 册 (2) 所 06， .一 由 (2) ER(p,，4)*， 由 于 (p,， 4)* 是 是 锥 ， 
从 而 (一 co, 0] .80g PDCF(p, 4)*. 

反之 , 设 pEFLp; 4) ”2 基 0， 我们 将 证 明 必 存在 加 <0, 使 
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topEay(D)， 于 是 ， 
p 一 元 (iop) E( 一 co, 01.09(7p). 


事实 上 ,首先 注意 , 对 任何 上 EBOg(p)， 有 
bq) —b( p<9(9) — gp) =9(9) <0, | 

所 以 ，0 千 Oy(p)， 若 对 一 切 t<0，tp 全 Og(p)， 则 Ww* 闭 是 集 
(( 一 00, 0]9 一 29(2)) 就 可 以 与 0 分 离 , 即 存在 moE 足 ， 使 得 

sap{b(zo); 册 E29(O <OKip(vo), Vi<0, 
所 以 9 在 罗 点 洛 wo 的 方向 导数 9 (Xp, azo)<0， 故 存在 如, 当 0<< 
ts 加 时 ,9(2D 二 to)<0, 故 WoE8(p, 4) 并 且 由 于 9 是 连续 
的 , 故 存 在 6,， 当 |z|<6 时 ,有 


g(p+iowvotz) <0, 
对 任何 YE 卫 ， 当 
， 6 
0<h<min (zg ) 名) 时 ， 
有 wot hy €E Fp, A). 


(事实 上 ,对 zo 二 hy， 当 0<t< 如 时 ， 


gp+t(vothy)=y (二 (p+tmttohy) + 一 了 


< 9 p+torttohy) 十 9(2D) 
一 六 g(p+towttohy) 
<o(. lihy] =tohlyl 


< 到 三 “toly| =8 ). 
所 以 ，swo+ PyEF(p, 4).) ep 4)”， 故 p(wo) 之 0， 
但 po(zo) 0 是 不 可 能 的 (事实 上 ,车 p(wo) 一 0, 则 对 任 YEX， 
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存在 及 >>0, 使 各 -HoyERC2 4), 从 而 p(oo 十 包 人 ) 演 0, 有 的 
字 0, 也 有 (一 引 之 0,.….p(w) 一 0, 由 此 得 到 p 一 0, 与 假设 矛盾 ! ) 
因此 pfzo) >0. 但 女 (zo)>0，VI 生 0， 这 又 是 矛 后 ! 故 必 存 在 
to<0,， 使 topE0g(p)， 因 此 (一 00, 0] .29(O)2 二 RD，4) 
即 (7.8) 成 立 。 
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附录 可 分 Banach 空间 不 具 
Schauder 基 的 例子 


1973 年 P. Bnflo 给 出 co 的 一 个 团子 空间 , 它 不 县 AP 从 而 
更 不 具 Schauder 基 ,， 这 就 以 否定 的 形式 给 出 Banaoh 的 一 个 
问题 (可 分 Banach 空间 是 否 必 具 Schauder 基 ) 的 答案 . 尔后 ， 
A. M. Davie(Bull, London Math. Soc. 5(1973)191~192 及 J. 
Approx，Theory 13(1975)392-~394) 利 用 随机 变量 和 Abel 群 
的 工具 , 简短 地 证 明 存在 oo 及 2(2<2< 十 ce) 的 闭 子 空间 , 它们 
没有 AP,， 从 而 更 不 具 Schauder 基 . 下 面 介 绍 他 的 证 明 . 

命题 1 若 存 在 一 个 无 限 和 矩阵 4= (cd)2r= 使 得 

(1) lim os 一 0， b=1, 2，…， 


(2) Smaxlasl) <+o, 

(3) A2=0, 

(4) trac A= 3 Qnn 0, 
则 存在 oo 的 一 个 闭 (可 分 ) 子 空间 了 , 了 不 具 AP, 从 而 了 不 具 
Schauder 基 , 

证 明 ， 令 mw= (ca aa …), 5 一 1, 2, …， 由 (1) 知 WEoo 
令 了 span{wy}i, 则 了 就 是 所 求 的 ， 事 实 上 , 令 z=enlr， 其 
中 en 就 是 五 的 自然 基 ， 由 (多 


Sal os 为 Cnaxloo)<+co， 


t=1 


直 (你 trac 4= 台 Gnn — > moon) 六 0. 


又 令 “Bo)= Pol), YeE 工 一 Sn {or}? 
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由 (3)，42=0, 故 
> awans 一 0，Vi, j， 从 而 


k 
F (vx) = > wn (wy) m= Grintn — 0, VE. 


从 而 F(w)— > v(t) = 0, VIE. 


根据 第 二 部 分 定理 2.2.4 知 了 不 具 AP， 再 由 第 二 部 分 命题 
2.4.1( 二 ) 知 , 了 不具 Schauder 基 . 口 

为 了 构造 命题 1 中 的 矩阵 4, 我 们 再 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 % (了 D) 令 {my}jo1 是 复数 ; {94}7-i 是 独立 随机 变量 , 它 


们 以 概率 去 分别 取 二 了 则 存在 一 个 绝对 常数 下 ,使 


zx { 访 Oo | >K(D lal logn) |< Rn, 

(2) 令 fg] 是 复数 ，{0;}31 是 独立 随机 变量 ， 它 们 以 概 
率 寺 取 值 2. 以 概率 名 取 值 1, 则 (1) 的 结论 仍然 成 立 . 

证 明 ， 不 妨 设 {cs}?-1 是 实数 (对 复数 情况 分 实 部 和 虚 部 进 
行 讨论 ) 且 

Sla |?=1. 

令 9 (ou … 0%), FC0) ~ | om |. 

用 如 表示 关于 6 的 分 布 的 数学 期 望 ， 对 每 个 \>0， 我 们 
有 

(ef(0)) < Hoe} oa) -2-11( +). 

由 于 对 每 个 实数 w 去 (er 十 o-9)<en, 故 

加 (ef abn) ce Mn .20 = 2 , 
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但 是 ， POf(O)—P2—31logn>0) <B(eMe)-a sls"), 

放 取 入 一 (3 log n)3， 就 得 到 
P(f(0) >2(810gn):) <2ns<2V En, 

与 (1 类似 地 可 证 明 (2). 口 

在 证 明 下 面 引 理 之 前 ， 先 回顾 一 下 有 关 Abel 群 的 几 个 事 
实 ，Abel 群 9 的 特征 标 7 是 G 到 复 平面 的 子 集 {z; |z| = 十 构 
成 的 乘法 群 内 的 一 个 同 态 ，m 个 元 的 Abel 群 恰好 有 n 个 特征 
标 , 且 两 个 不 同 的 特征 标 是 正 交 的 , 即 

名 ?7(9)Y (9) =0, 7 关 7 

当 G 是 由 go 生成 的 m 个 元 的 循环 群 时 , 群 G 的 特征 标 就 是 


人 


?zx 的 ) 一 0<k<m. 

引 理 3 设 Q 是 8x2*( 是 非 负 整数 ) 个 元 的 Abel 群 ， 则 
我 们 可 以 将 G 的 特征 标 分 成 两 个 集 : 一 个 集 由 2X2* 个 元 组 成 
记 为 (7) 宫 ; 一 个 集 直 2 个 元 组 成 , 记 为 (0) 区 4, 它们 满足 如 下 
条 件 ; 对 每 个 7EG 

全 mg Sng)|<L +12 
=1 =1 
其 中 工 是 绝对 常数 

证 明 ， 令 {7)82 是 群 G 的 特征 标 ， 令 {gj' 是 独立 随 
机 变量 , 它们 以 概率 十 取 值 2， 以 概率 对 取 值 一 令 世 3K， 
其 中 KK 是 引 理 2(5) 中 的 绝对 常数 (RK 站. 

GD 车 3x2<VE, 则 对 一 切 gE 9, OP 的 任何 选 法 ， 
六 


3xX2% 了 
Sgsys(g) <3 x2<L<L (Ck 十 1) 2 
j=l 


(2) 车 3x2*>>VKR, 则 由 引 理 2C2) 知 ， 
ed437。 


局 (说 -exam x29) 引 ) 


| 有 =1 
<>P (| > 0; yi(g) | >K(3x2*.1og(8x 2"))") 
yet f= 


SI3x2. KK(3x2) 3<1. 
从 而 ,存在 {0jPe 的 一 个 选取 ,使 得 对 一 切 9EG,， 有 


[S071(9) | <K (8x 2.1og(8x2)) 


VEE LLEH) $4 
总 之 ,对 任何 总 存在 {0)}28' 的 一 个 选取 C9) 一 2 或 一 1)， 
使 对 一 切 9EG, 有 
| 办 2m(O|<G+D GD) 
其 中 工 是 绝对 常数 . 
特别 地 ,在 (1) 式 中 9 取 为 单位 元 , 则 有 
| 0 |<L (+1 ds, (2) 


由 (3) 式 知 ， 在 (DD 式 中 至 多 改变 二 LCb+) 扣 $ 次 ,可 假设 
六 一 0, 此 时 (CD 式 相应 地 可 改 为 ,对 一切 9EG 有 


Som(0) | <2L G+ G) 

将 {9 的 这 种 取 值 中， 取 2 的 那些 了 所 对 应 的 yy 归 为 
一 类 记 为 vc 剩 下 的 ( 取 值 -的 ) 归 为 另 一 类 记 为 本 显然 ,由 
于 帘 4 一 0 故 fo 中 有 2 个 元 而 {oj 中 有 站 个 元 . 由 (3) 


式 知 {zy} 各 7 和 {o 基 : 即 为 所 求 的 ， 口 
引 理 4 存在 无 限 矩 阵 4= (co)2 -1 使 
(1D 对 每 个 名 = 一 (ca gm, …) 有 且 仅 有 有 限 项 不 为 0. 


(2) > lz!) < +o0, 对 每 个 1> 怠 ， 其 中 


je 人 -一 max|oe|， 

(3) A?=0. 

(4) trace 4=-> Co 天 0. 

证 明 ， 在 这 里 不 妨 假设 所 有 数 是 二 教 较为 全。 

将 {1, 2 …, 8x 2 看 作 一 个 Abel 群 G%, 上 ==0, 1,2,…， 
由 引 理 3, 可 将 Gs 的 特征 标 分 为 二 个 集合 {zj 税 ，{cijya 使 
得 对 每 个 gE Ow, 有 

EDXAORP HAO SAC 人 


其 中 工 计数 
对 每 个 上 一 0, 1,2,…, 构造 (83x 2) x (8x2") 的 丁 矩 阵 Ui 


其 中 已: 是 2*+1x (8 x2*) 和 矩阵 , Qx 是 2x (3x2) 和 矩阵 , 使 之 满足 
— QPr— 1 Pe dh, PiQys1 

的 每 个 元 小 于 等 于 OCk+1) 2 ， 其 中 0 为 绝对 常数 . 由 于 
PixQr41= (Qi Pr)’ : 

故 只 须 作 Ui 使 之 满足 
QPr_1, PP 一 QQ (*) 

的 每 个 元 小 于 等 于 0(b++1) 拼 . 

一 旦 作 好 满足 上 述 条 件 的 Ui, 则 可 构造 矩阵 4 一 《aw 六 =w 使 


A= 
PoPo PoQi 0 0 0 0. 
区 二 PiPi -Qio， Pie 0 0 Oc. 
0 —QiP: PP -QQ PiQs 0 0.…. 
0 0 QP, PiP,s—QQs PQ 0…… | 


rooeonoeooroosresetooe monroet ness esedeeosasareore ert mer oreee 
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由 于 UU 是 西 矩 阵 , 故 对 上 =0, 1, 2，…， 有 
PiPr =2 Ht DT, QQ — 2 tym, PQr— Qi PY =0. 
容易 验证 43 一 0， 且 对 每 个 和 m4= (ca ao …) 仅 有 有 限 


项 不 为 0， 因 为 
trac PoPo=1, tirac( PiPy —QiQy) 一 traco( PP — QQ) 一 0， 
故 trac 4 一 1 关 0. 


又 由 条 件 (*) 知 ,对 每 83x2* 个 m4, 有 
jale<0(+ D2 
改 当 坟 总 时 ,有 
宇 (lel-)< 马 3x28.0t. (有 十 们 吕 - 主 一 oo， 
故 得 到 4 满足 引 理 的 条 件 . 
令 2*11x (8x2*) 矩阵 Pr 的 行 是 
9 ix2 (0), EGR TS<8X22 jl, +, D1 
令 2*x (3x2*) 扼 阵 @ 的 行 是 
8 x o-oo), EG, 1<i<38x2x jl1, 2 
其 中 纺 取 十 1 或 -1, 它 将 由 下 列 方式 决定 ， 
首先 , 不 管 {7} 的 取 值 ， 由 特征 标的 正 交 性 , Us 总 是 西 答 
阵 ， 为 了 使 得 Ps、 Q 洲 足 (*) 式 , 我 们 要 用 适当 的 方法 选取 妨 , 
我 们 写 出 
四 Pr 的 元 ， 
3971x200 oF 1(9), hE Gs, gE Oi, 


® PP CQ 
3-x2- ( 寺 镶 叶 (h) 一 训 oj0) ) hE Gs 
其 中 加 式 用 了 的 循环 性 及 对 特征 标 有 
7 (91°9s) = 7 (91)7Y (gs). 
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由 共和 of 的 取 法 (根据 (4) 式 ) 知 ， 回 中 每 一 项 <3-1x 
A 
下 面 讨论 名 中 各 项 ， 若 之 2*-1x3-4 其 中 下 是 引 理 2 中 
的 绝对 常数 , 则 
@ 的 项 <3-+x28 x2r< (383x233EK)(Et1)2 
著 五 <2 1438- 由 引 理 2(1) 知 ， 
"(Bra 


>FK(2 log(29)7? )) 


33X DARtL 
< Si KR.2-%- 8 KR .9-1i1, 


t=1 


故 存在 {9)} 的 一 -种 取 法 (分 一 土 们 使 对 一 切 9E G44, hE Gu 
(S07 FH 9) | <K C2: 10g( 2) 
从 而 的 每 一 项 <3-1x23 (2*Jog(2%))Yr< (8-+x23K)(h 


二 12 主 ， 总 之 , 可 选 食 使 DD、 回 的 每 一 项 <0O(b+1)32 站 
其 中 0 为 绝对 常数 ， 口 

定理 5 (存在 oo 的 闭 子 空 间 了 使 了 没有 AP, 从 而 了 
更 不 具 Schauder 基 . 

(2) 对 2<p< 十 o0, 存在 的 闭 子 空间 了 ,使 了 没有 AP, 
从 而 了 更 不 具 Schauder 基 . 

证 明 ;， 人 由 命题 及 引 理 4( 令 其 中 一刀 即 得 ， 

@) 由 于 2<p<+oo, 长 > 各 利用 引 再 4 记号 ， 
可 构造 一 个 新 矩阵 召 = C064) 名 =1, 其 中 

bE ) a. 


yi— bu, bi, ***), 


必 
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<I 宫 (ol 十 -Deor<+oo 
容易 验证 B?2=0, 且 trac Btrac A#0, 
令 了 =span {yj71Cty， 则 了 不 具 AP， 事 实 上 ， 令 一 


en|r， 其 中 Cn 为 忆 的 通常 自然 基 ， 则 


> yl ll < Dt. 


| 


你 一 了 


由 B?=0 知 ， 
= WW Y=—0, YYyEY, 
由 trace Bz#0 知 ， 
DCy,) = Db trace B#0 


第 二 部 分 定理 2.2,4 知 了 不 具 AP, 从 而 更 不 具 Schauder 基 . 口 

注 ， 上 述 结论 对 1p<2， 仍 然 成 立 ， 但 证 明 利用 另外 的 
组 合 论 的 工具 ， 事实 上 , A. Szankowski(Tsrael J. Math. 24 
(1976)329~ 人 .337 及 Israel J. Math. 30(1978)1238~129) 证 明 对 
ip<2 及 p<2 忆 十 oo, ly 均 有 闭 子 空间 不 具 OA 了 , 更 不 具 AP. 
同时 , 现在 已 证 明 除 非 了“ 很 接近 ”于 Hilbert 空间 ， 态 必 有 一 
个 闭 子 空间 了 了 ， 使 得 了 不 是 QAP.， 其 中 一 个 Banach 空间 及 
只 有 具 紧 逼近 性 质 `.OAP)， 如 果 对 任何 8s>0， 任 何 紧 集 及 叶 脐 ， 
存在 紧 算 子 T,X 一 态 ， 使 Tw 一 sw 过 sg，YwEK， 显 然 
AP— CAP., 
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